TP SdF N° 17

Estimation d’'un quantile par la méthode de Wilks etla
méthode du Bootstrap

Ce TP a pour objet d’évaluer deux techniques ddrisgides incertitudes sur les résultats d’'un adele
calcul.

Problématique : On cherche a démontrer qu’en cas de perte de &&rigdu circuit primaire d’'un réacteur
nucléaire, la température de gaine des crayons wstibles ne dépassera pas la température critique d
1204°C, dans 95% des cas.

Disposant d'un modéle mathématique du cceur nueléair réalise un nombre restreint de simulatians d
type Monte-Carlo (chacune durant plusieurs heumss)ouant sur les parametres du code de caldal, af
d’estimer le quantile a 95% avec une confian@eelle-méme égale a 95% (T : quantilea au taux de
confiancep).

1 — N’ayant aucune connaissance particuliere enighgaucléaire, on fait I'hypothese que la tempéeat
atteinte peut étre distribuée selon une loi norntldemoyenne 800°C et d'écart-type 100°C ou de type
lognormale de paramétrgs= 5 eto = 1.

Calculer pour les deux distibutions de tempéraauraleur théorique du quantile & 95 %.

2 — Calculer le nombre de simulations nécessaires@eiion du résultat souhaité par application de la
méthode de Wilks pour lesrang 1, 2 et 3.

Valider cette méthode au rang 1 pour les deuxdittins de température, en comparant un grand reodsbr
fois (>1000) I'estimation obtenue avec les valehéoriques du quantile & 95 %.

3 — Evaluer ce méme quantile par la méthode du Begtsau moyen de 250 échantillons générés a partir
d’'un échantillon original de 59 résultats de sirtiola

Chercher a valider cette méthode pour les deuibdigins de température, en comparant un grand remb
de fois (>1000) I'estimation obtenue avec les vadiéoriques du quantile a 95 %.

4 —Conclure sur I'apport de ces méthodes a I'estonatiun quantile.



1. VALEUR THEORIQUE DU QUANTILEA 95% DE LA TEMPERATURE .

On note T, s le quantilea que I'on cherche a estimer avec un taux de cotdia@e quantile doit étre
inférieur a la température critiquegTos< Tc).

95%

Tos,95 T
Dans le cas d'une loi normale de moyenne 800°Céead-type 100°C ou de type lognormale de paragsétr
M =5 eto =1, la valeur théorique du quantile a 95 % demapérature se calcule directement sous Excel par
les formules suivantes :

=LOIL.LOGNORMALE.INVERSE(95%:;5;1) ¥69TC

=LOI.NORMALE.INVERSE(95%;800;100) €64C

2. FORMULE DE WILks !

La méthode de Wilks est la méthode la plus emplgysgu’a ce jour en thermo-hydraulique nucléairarpo
estimer un quantile. Elle permet de déterminer denlre minimum N de simulations nécessaires pour
évaluer un majorant de la valeur recherche 3T

Ce nombre est donné par la formule de Wilks, gsulté directement de I'expression de lintervalke d
confiance du parameétre p de la loi binomiale :

1-Y" Ca't-a)'=2p

o est la probabilité qu’'une simulation quelconquewisse a un résultat satisfaisant (inférieur aaleur
critique), et r est le rang des pires cas obtenusnd toutes les simulations.

L’estimation du quartile & osSera donnée par la valeur pire cas obtenue au deuks simulations (r = 1)
avec N donné par I'expression :
1-aV =B soit a™ < B-1 ou N= In(B-1) / In()
N = In(0,05) / In(0,95) = 58,4039748 N =59

Ce méme quatrtile gk gspourra étre estimé par la pire des valeurs obténiexclusion du pire cas (r = 2)
avec N donné par I'expression :

1-(N*o" (1 -a) +a") = B soit N =93
ou par la pire des valeurs obtenue a I'exclusianXealeurs pires cas (r = 3 124
Pour valider cette méthode, on tire aléatoirementchantillon de 59 valeurs distribuées suivantldes

lognormale ou normale et on vérifie que la plusndeavaleur obtenue parmi ces 59 valeurs est bien
inférieure a la valeur théorique du quantile a Qs une proportion d’environ 95 %.

WILKS, S. S., « Determination of Sample Sizes for Setting Tolerance Limits », The Annals of Mathematical Statistics, Vol.12, pp. 91-96, 1941.



Echantillon Loi: | Lognormale | Quantile & : 95%

2011,76243 Théorique : | 768,817389
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La fonction de répartition de I'écart entre la walenaximale de I'échantillon et la valeur théoriqie
quantile, présentée ci-dessus, a été obtenue 2p@8ssimulations d’'un échantillon de 59 valeursn©85

% des cas environ, l'estimation du quantile esérieire a sa valeur théorique. Le fichier Excel
correspondant est fourni ci-aprés (ouverture pabkoclic).

Formule de
Wilks.xls (27 Ko)



3. METHODE DU BOOTSTRAP?

Proposée a la fin des années 70 par Bradley Bidmotstrap est une méthode de suréchantillongapge
consiste a créer un grand nombre d’échantillonstipgge aléatoire avec remise a partir d'un édhant
original, sans recourir a de nouvelles observations

Exemple: 25789
!

22799

58899

25788

Méme si aucune information nouvelle n'est crééecluerche a exploiter toute I'information contenzasl
I’échantillon original.

A titre d'illustration, les distributions, ci-desss) représentent 2 échantillons de 59 simulatitiisas pour

estimer le quantile Jg par la méthode de Wilks (pire cas). On peut sugpgsie I'estimation issue de
I’échantillon 2 est plus conservative que celleésde I'échantillon 1.

mTG’B 2 Ta,B
o o

A partir de I'échantillon original, une famille dBantillons est créée par bootstrap sur laquelleffactue
des estimations de parametres divers comme stiissait d’autant d’échantillons tirés de la popolat
mere. Ainsi dans I'exemple ci-dessous, la moyenadadpopulation peut étre estimée comme étant la
moyenne des valeurs moyennes obtenues sur chasuéchantillons générés par bootstrap et I'écag-typ
calculé sur ces mémes valeurs donne une estindgidarreur standard du parametre étudié.

Moyenne
2 5 7 8 9 6,2
!

2 2 7 9 9 5,8
5 8 8 9 9 7,8
2 5 7 8 8 6
Moyenne : 6,53

Ecar type : 1,10

On peut procéder de la méme maniére pour estimguantile et I'erreur standard correspondante, pnis
intervalle de confiance, par application du théaérantral limite, en considérant que la distributies
guantiles est approximativement normale.

Mais, cette hypothése est d’autant moins vraie lguguantile est en limite de distribution car ledeurs
extrémes de I'échantillon initial, qui conditiontexdors I'estimation du quantile, ne sont présena@ss les
échantillons générés par bootstrap que de marpésedique.

Par ailleurs, si le suréchantillonnage peut affinar estimateur par rapport a celui obtenu de manier

2
EFRON, B., TIBSHIRANI, R. J., An Introduction to the Bootstrap, Chapman and Hall, 1993.



similaire a partir de I'échantillon initial, le quéle a 95% obtenu par bootstrap n'a aucune raisétre
meilleur que celui obtenu par la méthode de Willkdgur maximale d’un échantillon de 59 valeurs).

Pour évaluer cette méthode, nous procédons, a aouee tirage aléatoire d’'un échantillon de 59 wale
(distribuées suivant les lois lognormale ou norinalepartir duquel nous générons 250 échantillons
bootstrapés pour estimer le quantile & 95 % que tomparons a sa valeur théorique. Réitérant 2680 f
I'opération (avec I'outil SIMCAB), nous obtenons lfonctions de répartitions de I'écart entre |'@stiion et

la valeur thorique suivantes :

LOGNORMALE Quantile a : 95% |
M 5 Théorique : | 768,817389
o: 1 Max Echantillon: | 1005,14129
Ecart Wilks : 236,3239

Tos 05 Bootstrap : | 602,040698

Ecart Bootstrap : | -166,776691

Quantile Echantillon : 542,473576

Ecart Quantile Echantillon : -226,343813

Bootstrap / Moyenne / Ecart-type / Max / Quantile

1 2 3 4 5 6 7
T 1 | 1 | T 1 | 1 | 4626
| Fonction de répartition 6658
_ ! 2000 simulations de 59 valeurs lognormales (5,1) g129
Echantillon 1512
156,8584303 || 1 D061
127,1567716 || T = 8151
138,0399401 || 0.8 14623
34,354221 0408
9789933047 | 0,6 + 0,52 —e—Ecart Bo-otstrap =
120,3180259 : 0,4 + —=— Ecart Wilks 5195
136,7422224 || 0,2 + 9317
58,13849695 || 0 0,0565 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 129
102,5230193 || o o ‘ S ‘ S ‘ S ‘ S ‘ S ‘ S ‘ S ‘ S ‘ o ‘ S ‘ S b076
sl £ S LEES LTSS 26
156,1085272 -_mm R e e e e O e e e e e e 237
242,9022083 | | Distibution des quantiles a 95% de 250 échantillons bootstrap issus d'un D8527
209,6000615 | | échantillon de 59 valeurs lognormales (5,1) 54041
378,1941266 | | B1505
194,9303712 | | p5195
399,9133885 | | 90 B7599
56,89375987 | { 80 - p3629
76,2664041 | { 70+ 4221
302,4466531 | { 60 1 p8704
73,85279014 [ | 50 1 42222
534,0818271 | | 40 / \ 2\ 5843
109,8315046 | { 30 / \ / \ 9129
302,640712 || 20 / \/ 56237
62,30877417 | | 10 / \/ \ 58887
904,435952 0 ' ' ' ' ' p8527
1005,141289 B 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 Eo77e7
111,6236292 E 9Y,73U5195 | 343,2587U04 | Z03,10U857 | 3UZ,4460653 | 378,194127 | 3UZ, 440053 | 399Y,913389

Le fichier Excel correspondant est fourni ci-aprés

Bootstrap
ygnormale.xls (520 .



NORMALE Quantile a : 95% |
M 800 Théorique : | 964,485348
o 100 Max Echantillon : 1000,64957
Ecart Wilks : | 36,1642179
Tgs95 Bootstrap : | 915,637223
Ecart Bootstrap : | -48,8481241
Quantile Echantillon : 912,803007
Ecart Quantile Echantillon : -51,6823405
Bootstrap / Moyenne / Ecart-type / Max / Quantile
1 2 3 4 5 6 7
i 2057
Fonction de répatrtition 6345
2000 simulations de 59 valeurs normales (800,100) 4957
Echantillon 3891
752,5411447 1 R . R _ - - 0935
874,8940478 7166
766,8316481 0,8 + L651
828,3790583 [| 0 6265 6456
907,7847274 DT ! —e— Ecart Bootstrap | {275
908,042644 || 0,4 + —=— Ecart Wilks 2644
801,27456 3295
837,9017497 || 0.2 T 1627
930,9711814 0 ¥ 0,051 } } : : : 8788
875,615504 1166
8420142686 100 50 0 50 100 150 200 250 300 350 5762
919,4738907 [63U,58U80Y | 788,558542 | 774,729415 | 8/4,6518UY | 75U,202546 | 844, /81814 | 8ZL1,227554
ggé:gg;g;gi Disti.bution des guantil_es a 95% de 250 échantillons bootstrap 2513:2%3(55
860,6700426 issus d'un échantillon de 59 valeurs lognormales (5 1) 54957
840,0548025 12644
665,7283362 4048
1000,649565 250 B4727
717,5951497 8758
661,8876172 200 A 1544
786,9953515 B1648
830,4991324 150 73891
774,7294145 5351
630,5808085 100 A 79058
741,6154397 54803
874,6518086 50 9166
713,5732946 / \ 73891
864,6137471 0 ‘ 0175
835,4082456 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 20935
814,7387617 4048
668,3930234 | 919,473891 [ 912,061798 | 766,831648 | 742,598758 | 826,599652 | 661,887617 | 665,728336

Le fichier Excel correspondant est fourni ci-apgrés

Bootstrap
ormale.xls (520 Ko).

La confiance de I'estimateur du quantile a 95% wbtear bootstrap est d’environ 50%, bien loin d&%9
escomptés.

Les résultats détaillés fournis ci-aprés montréapport (modeste) du bootsrap, a l'estimation de la

moyenne, de l'écart-type et du quantile a 95%, ragport au simple traitement effectué a partir d’'un
échantillon.

Remarque : Méme si I'estimateur du quantile obtenu par cettethode s’avere quelque peu fictif, son
intervalle de confiance peut étre trés resserrgégoei I'on peut augmenter, a loisir, le nombre diétitions
virtuels générés par Bootstrap.



Loi lognormale (5,1)

Graphe de probabilités
Moyenne : 6.68E+01 - Ecart-Type : 4.42E+01
Intervalle de confiance a 90 % : 6.52E+01 6.85E+0 1

0,08
0,06 +
0,04 +
0,02 +

@ Ecart Wilks

0 -

Graphe de probabilités
Moyenne : -5.73E+00 - Ecart-Type : 2.31E+01
Intervalle de confiance a 90 % : -6.58E+00 -4.89E +00

0,06
0,05
0,04
0,03
0,02
0,01

@ Ecart Bootstrap

Graphe de probabilités
Moyenne : -7.32E+00 - Ecart-Type : 2.54E+01
Intervalle de confiance a 90 % : -8.25E+00 -6.38E +00

@ Ecart quantile Echantillon

P A>

Graphe de probabilités
Moyenne : -3.07E-01 - Ecart-Type : 1.25E+01
Intervalle de confiance 2 90 % : -7.65E-01 1.51E- 01

Graphe de probabilités
Moyenne : -3.38E-01 - Ecart-Type : 1.24E+01
Intervalle de confiance a 90 % : -7.95E-01 1.19E- 01

0,04 1
0,03
0,02 1
0,01

o Ecart type Bootstrap

0,08 0,08
0,06 + 0,06 +
0,04 + @ Ecart moyenne Bootstrap 0,04 + @ Ecart moyenne Echantillon
0,02 + 0,02 +

0 - 0

qu:b\’n/%:\f"«\’q@’f"b%&\’ :bqﬁb"’n,'b,\f"“'\’q';\ﬁf"b'bv\’

Graphe de probabilités Graphe de probabilités
Moyenne : -1.30E+00 - Ecart-Type : 9.03E+00 Moyenne : -3.02E-02 - Ecart-Type : 9.11E+00
Intervalle de confiance a 90 % : -1.63E+00 -9.66E -01 Intervalle de confiance a 90 % : -3.65E-01 3.05E- 01

0,05

@ Ecart type Echantillon




Loi normale (800,100)

Graphe de probabilités
Moyenne : 6.53E+01 - Ecart-Type : 4.54E+01
Intervalle de confiance &4 90 % : 6.36E+01 6.70E+0 1

@ Ecart Wilks

Graphe de probabilités
Moyenne : -5.92E+00 - Ecart-Type : 2.33E+01

Intervalle de confiance a 90 % : -6.78E+00 -5.07E +00
0,08
0,06 +
0,02 +
0
® O PR 0D P PP AP

0,08

Graphe de probabilités
Moyenne : -7.23E+00 - Ecart-Type : 2.53E+01
Intervalle de confiance &4 90 % : -8.16E+00 -6.30E +00

0,06 +
0,04 +
0,02 +

04
I%Q

@ Ecart quantile Echantillon

S RN RN SN

Graphe de probabilités
Moyenne : 2.89E-01 - Ecart-Type : 1.33E+01
Intervalle de confiance 290 % : -1.98E-01 7.77E- 01

@ Ecart moyenne Bootstrap

R R D> Y P R

Graphe de probabilités
Moyenne : 2.92E-01 - Ecart-Type : 1.32E+01
Intervalle de confiance a 90 % : -1.94E-01 7.78E- 01

@ Ecart moyenne Echantillon

é\wqﬂ/\’j\(b?j%'\/\"@’ﬁ\’g)

Graphe de probabilités
Moyenne : -1.61E+00 - Ecart-Type : 9.02E+00
Intervalle de confiance &4 90 % : -1.94E+00 -1.28E +00

@ Ecart type Bootstrap

Graphe de probabilités
Moyenne : -3.40E-01 - Ecart-Type : 9.15E+00

Intervalle de confiance a 90 % : -6.77E-01 -3.88E -03

@ Ecart type Echantillon




