TP SdF N° 31

Application du modele de Cox a la
maintenance prédictive

Ce TP porte sur le modéle de Cox et son utilisadenms le cadre d’une maintenance prédictive pour
optimiser I'occurrence des interventions sur unémek a partir de divers indicateurs d’état de
dégradation.

1 - Présenter le modele de Cox avec des covasifikks ou évolutives en fonction du temps.

2 - Simuler I'occurrence de 100 défaillances d'yppet de matériel dont le fonctionnement est régi
par un modéle de COX a 3 covariables couplé a airgel Weibull a 3 paramétres (on concidérera
des covariables uniformément réparties entre @eadt Line loi de Weibull de parametfgs= 1,5,

0o = 2000 ety = 100).

3 - Effectuer un ajustement a partir des donnéuslées pour tenter de retrouver les 6 parametres
du modele de deux manieres différentes :

- par la méthode du maximum de vraisemblance,
- en maximisant la fonction de vraisemblance pietole Cox.

4 - Trouver la date de maintenance optimale d'unipgEment du type de ceux préalablement
simulés, sachant que :

- L’évolution des covariables ont été observéesl’équipement pendant une certaine durée (500
heures avec un pas de 50 heures),

- L’équipement doit respecter une exigence de #écexprimée sous la forme d'un taux de
défaillance par heure a ne pas dépasser{h 10

On simulera les valeurs des covariables obserwéss des lois de type Xi(t) = d't, auxquelles
sera ajouté un bruit uniforme entre 0 et 0,05,tdisant les parametres suivants :

& : 0,000005 a: -0,02 a: 0,01
b;:15 b:0,3 h:05



1 - Le modeéle de Cox

Le modéle PH (Proportional Hazards) de régressiaisques proportionnels proposé par Eoast un
modéle de vie accélérée dans lequel le taux deilldatze de base\(t) est affecté par différentes
covariables Xfavorisant ;> 0) ou s’opposanf}( < 0) a I'apparition des défaillances :

A() = Ao(t) x expQBiXi)

Utilisé notamment en épidémiologie pour prendrecempte plusieurs facteurs de risque dans la
survenue de maladies ou de déces, ce modele &sisgamployé en fiabilité pour tenir compte de
certains facteurs de stress (charge, sollicitatempérature, etc.).

A partir de données expérimentales, sa forme pdigre permet d’estimer les coefficienfs
indépendamment dgy(t), en maximisant la fonction de vraisemblancetipble de Cox qui ne
s’intéresse qu’a I'ordre d’apparition des défaitias.

L(Y1,---Yn, Bi) = [k =1an(EXPRBiXki) / 2j=k an€XPLBiXji))

En effet la probabilité que I'un des équipementyigant k soit concerné par I'une des défaillances
est égale a:
pk/ Zj survivantsPj = )\O(t) X eXpEBixki) x At/ Zj survivants)\o(t) X eXpEBixji) x At

soit  expEPRiXki) / 2 j survivantseXPRBiXii)

Ce modéle peut étre également utilisé avec degiables évolutives dans le tempgtX Dans le
cadre d’'une maintenance prédictive, il peut aiesvis a optimiser I'occurrence des interventions
sur un matériel a partir de divers indicateurs at'@e dégradation (niveau vibratoire, qualité du
liquide de lubrification, échauffement du matérigipédance d’un circuit électrique, etc.)

Mais il ne prend pas alors en compte un éventdet elimulatif des covariables. Ainsi, le taux de

défaillance d’une machine pourra étre affecté payualité de son huile a I'instant courant mais pas
par I'évolution antérieure de celle-ci. Le model®H5 (Generalized Proportional Hazards) de

Bagdonavicius-Nikulin, qui ne fait pas I'objet duépent TP, permet de pallier cette limitafion

Les coefficientf}; peuvent encore étre estimés par la fonction deemeblance partielle de Cox si
la valeur des covariables Xi (t) de tous les équipats est connue au moment de chacune des

défaillances. Mais, cette condition est évidemmdifficile & respecter dans le cadre du suivi
opérationnel d'une flotte de matériels.

En revanche, si la valeur des covariables n’est onéége au moment des défaillances que sur les
eéquipements concernés, un modéle entierement paignes de type Cox couplé a une loi de
Weibull par exemple, peut étre ajusté globalemantigp méthode du maximum de vraisemblance,
sous réserve d’'utiliser un outil d’'optimisation fjoemant.

Par ailleurs, la fiabilité d’'un équipement peutxgemer de la maniére suivante :

t t
-[a@dr [ A@expy AXi (D)
0

R()=e?® = soit en intégrant par partie :
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{H(m) expl 5 X| (T))];+jHo(r)exp<zﬁ.xi (n)ydr

R() =e avec H la primitive dehg

[Ho(expE AX; ()Y AXi (1)dr
ou R(t) = R, (t)*# Ve

SoitR(t) = R (t)>#* si les covariables sont indépendantes du temps

2 - Simulation d’'un modele de COX couplé a une loi de &ibull

Dans le cas d'un modéle de COX couplé a une |0Wdbull, les différentes covariables iXont un
effet que sur la valeur du paramédre

A1) = No(t) x expERiXi) = Bo(t-yo)* 1™ x expERXi) = B(t-y)* /o
avecy = Yo, B = Boet 16" = 1/05™° x expERiX;)
soito = ag x exp(XBiXi/P)

Une durée de fonctionnement avant défaillance @eatsimulée en tirant une valeur aléatoire entre
0 et 1 et en lui appliquant l'inverse de la fonotate répartition (ou de fiabilité) de la loi de i
qui le caractérise.

0 v >
ti t

R(t) = 1- F(t) = exp(-[(ty)/c]®)  Fonction inverse : t zo*In(R(t))**
soit § =y + a*(-LN(ALEA())™ *® ou
soit § = Yo + 0*(-LN(ALEA()/ expEpiX)**° sous Excel

Un jeu de 100 défaillances peut étre ainsi simulécensidérant 3 covariables uniformément
réparties entre 0 et 10 et une loi de Weibull damp&trefo = 1,5 ,00 = 2000 ety = 100.

3 - Ajustement a partir des données simulées

3.1 Méthode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance consistelgercher la configuration de parametres du
modeéle théorique qui donne la plus forte probabait’'occurrence d’'un jeu de données et donc la
densité de probabilité maximale pour les valeurscelei-ci. On maximise alors le produit des
densités (vraisemblance) ou plutdt la somme desritbgnes des densités (LNV) pour s’affranchir
de problemes numériques (produit de tres petitlesirs.

La fonction de densité de probabilité d’'une loMleibull s’exprime de la maniere suivante :
f(t) = R(t) * A(t) avec R(t) = exp(-[1/0]) et A®)=P-y)*'/c®  tzy



Afin de s’affranchir de la condition2y, on peut exprimer la fiabilité et le taux de didaice, sous
Excel, au moyen des formules suivantes:

A(T) =B*MAX(0;T- Y MB-1)/o™B R(T) =EXP(-(MAX(0;Ty)/0)"0)) aveco = g, x exp(2RBiXi/B)

Par ailleurs, le calcul peut conduire a des résubaronés durant I'optimisation si I'on cherche a
calculer le logarithme d'une valeur nulle od Qui n'est pas défini sous Excel. Aussi est-il
nécessaire d’effectuer un test sur les valeursidesités avant de sommer leurs logarithmes.

Réalisé par I'outil d'optimisation GENCAB, l'ajusteent au jeu des 100 données préalablement
simulées donne les résultats suivants :

Modele de Cox

Lois simulées Lois ajustées
Béta : 1,5 Béta : 1,61
Sigma:| 2000 Sigma:| 2049
Gamma : 100 Gamma : 99
Béta X : 0,5 Béta X : 0,54
Béta Y : -0,2 BétayY: -0,19
Béta Z : 0,3 Bétaz: 0,33
LNV
Xi Yi Zi T

Simu : 5,50 0,78 8,71 137 Lbd1 R1 f(T) LN(f(T))

2,81 3,14 2,89 965 0,003016] 0,19678 | 0,000593] 0,000593 | -7,4295

4,31 1,01 2,39 245 0,002929] 0,766472| 0,002245] 0,002245 | -6,09892

4,71 8,75 5,44 261 0,002381 ] 0,786882 | 0,001874] 0,001874 | -6,27986

8,37 1,93 2,01 199 0,01529 | 0,384311| 0,005876 | 0,005876 | -5,13688

On retrouve approximativement les 6 parametres oldéfe utilisés pour simuler les données.

[2¢] ]
Le fichier Excel correspondant est accessible &uaht sur I'icdne ci apres : Ll
Cox

3.1 Utilisation de la fonction de vraisemblance pdielle de Cox

A partir du méme jeu de données préalablement lgg paramétrgd; ont été calculés en maximisant la
fonction de vraisemblance partielle de Cox.

Présentés ci-dessous, les résultats obtenus sodiffégents des précédents.

Modele de Cox (Vraissemblance patrtielle)

Lois simulées
Béta : 1,5
Sigma:] 2000
Gamma : 100 Parametres ajustés
Béta X : 0,5 Béta X : 0,52
BétaY: -0,2 BétaY: -0,19
BétazZ: 0,3 BétaZ: 0,33
LNV
Xi Yi Zi T
Simu : 9,71 7,87 4,64 218 Exp(ZBi Xi) Proba LN(Proba)
6,81 2,53 9,37 100 437,9545 | 0,033638] 0,033638 | -3,39209
8,95 8,52 6,58 106 171,3414] 0,013618] 0,013618 | -4,29633
9,00 8,45 8,46 108 329,1065] 0,026519 | 0,026519 | -3,62989
8,65 5,87 9,54 109 635,7265| 0,052622 | 0,052622 | -2,94463

R
Fichier Excel : j

Vraissemblance
partielle de Cox



4 — Maintenance prédictive

Les valeurs des 3 covariables, observées sur pequent pendant 500 heures avec un pas de 50
heures, ont été simulées en considérant des IdigdeXi(t) = ai ', avec les paramétres ci-dessous,
plus un bruit uniforme entre 0 et 0,05.

& : 0,000005 a: -0,02 a: 0,01
b;:15 b:0,3 h:05

A partir des données simulées, ces mémes loistérdjéstées par la méthode des moindres carrés
afin de pouvoir prédire la valeur des covariablesiela de la durée d’observation de 500 heures.

La date de maintenance optimale de I'équipementoes @&té calculée afin que son taux de
défaillance ne dépasse pas le seuil de5pEhnes par heure de fonctionnement.

La valeur de T = 815 heures a été obtenue en @@"gbar optimisation I'équation suivante.
A(T) = EXPBr*ar T°+B*a, TP+ Bs%as T™)* B*MAX(0; T- y)* %/ of = 5 10°

En fait, 'ajustement des lois d’évolution des coables et I'estimation de la valeur de T, présenté
ci-dessous, ont été realisés simultanément paroptienisation globale a 7 paramétres afin de
simplifier les traitements.

Maintenance prédictive (date optimale avec taux de défaillance > seuil)

Lois théorique Modéle Théorique Simulation Jeu de données Moindresca  rrés Ajustement Loi de Cox
a;:| 5E-06 T X X X X X X3 x1 x2 x3 x1  x2 x3 ¢ [00074] a:[ 000086 ] Bl 161
byl 15 | o [o000 000 000]004 002 002|002 004 002[000 000 000/ 0002 b, :[ 0,80324 | o 2049
50 | 000 -0,06 007|002 -004 007003 -002 008|001 -004 0,09 0001 y:|__99
a:) -0,02 | 100 | 0,01 -0,08 00 [ 002 -0,06 010] 002 -007 013 002 -006 0,12 |2E-04 a,:| -0,00884 Bl o054
b:[ 03 150 | 001 -009 012|003 -005 015|001 -006 017|003 -007 0,14 |0,001 b, :| 0,40979 B2: -019
200 [ 001 -00 014003 -005 017 003 -010 015|004 -008 0,16 |5E-04 p3:|_0.33
a;:] 001 | 250 | 002 -0,10 016 002 -007 021|005 -010 017|005 -008 0,18 |3E-04 a;:[ 0,01933
byl 05 | 300 | 003 -011 017|007 -008 022 007 -010 020|005 -009 0,19 |4E-04 by :[ 0,40188
350 [ 003 -012 019 [ 007 -0,08 020 007 -0,08 020006 -010 0,20 |4E-04
400 | 004 -012 020|009 -009 022|006 -011 020007 -010 021 |3E-04 T A Objectif
Bruit uniforme 450 | 005 -013 021|007 -008 024|007 -009 024008 -011 023]|7E-04 Tu:[__815 [500E-04] 5,00E-04
entre +/- 500 | 0,06 -0,13 022|009 -009 023] 008 -0,11 0,23] 008 -0,11 0,23 |4E-05 7,21E-11
€| 7.39E-03
Modéle théorique Données simulées Jeu de données Modéle Ajusté
o0 fb—— 0,25 1 0,25 0,30
0,15 0200 T———— —— — | 0,20 0,25
015 015 020
0,10 —X1 010 ——X1 0.10 ——X1 0,15 X1
—_— ' 4 ' >
g 2 | ok |7 | om ka3 | 2 —
! T T 0,00 ; ; 0,00 ; ; y X3
-0,05 200 400 0,05 \l = 000 400 0,05 \ 200 400 0,00
, -8 i -0,05 200 400
0,10 0,10 0,10 “\I—Q—M 0,10
-0,15 -0,15 -0,15 -0,15
hr hr hr hr

Fichier Excel : 1

Maintenance
prédictive



