TP N° 61
Les plans d’expériences

L'objet de ce TP est de présenter les plans d'éspées et de montrer I'apport d’'un outil
d’optimisation globale a leur planification puisear résolution.

1 — Présenter la problématique générale des plan&dpériences
2 — Proposer des surfaces de réponse dans le caédire et non linéaire
3 — Présenter des techniques de planification optie

4 — Appliquer les méthodes des plans d’expériencasx essais en Slreté de Fonctionnement



1 — Problématique générale des plans d’expériences

Un plan d'expériences est une suite ordonnée tdessnés afin de connaitre l'influence des
parametres d'entrée (facteurs) sur les résulggoifises).

Il permet d’identifier les facteurs les plus influe (analyse de la variance), les interactionseentr
ces derniers (corrélations) et d’ajuster puis \aligh éventuel modéle mathématique du phénoméne
etudié (surface de réponse).

La problématique des plans d’expériences recousus dspects :
- la planification que I'on cherche a élaborer polbtenir un maximum d'informations a partir
d’'un nombre minimum d’essais ou pour rendre robustesurface de réponse,
I'exploitation des essais realisés.

La planification des expériences a réaliser seemtéssous la forme d’'une matrice d’expérience
constituée de n lignes d’essais, définies chacunmpaconfiguration de valeurs de k facteurs.

X1 Xz oo Xk Y

Parmi les différents plans d’expériences, les pfantriels assignent a chaque facteur sa valeur la
plus basse (-1) et sa valeur la plus haute (+lijnitent ainsi a 2 le nombre d’essais. Ce nombre
peut étre encore réduit sans trop pénaliser lagio@cdes résultats (plans factoriels fractionrgire

2 - Surfaces de réponse

Le modele mathématique utilisé pour décrire le ph&ne étudié peut étre de type linéaire ou non
linéaire.

2.1 — Modéle linéaire

Un modéle linéairest de la forme Y = ) + € avec Y la matrice des réponses, X la matrice des
facteurs3 la matrice des parametres a estimerwete matrice d’erreur ou de bruit.

Un modeéle polynomial est linéarisable en considédes facteurs multiplicatifs additionnels,
comme le modéle complet suivant du second de@daéteurs :

Y=agtaXitaXotaXstaXlP+taXl+taXd+aXiXo+aXiXs+aXoXz+e

La résolution d’'un modele linéaire peut s’effectwlr maniere analytique par résolution d'un
systéme d'équations linéaire® = (X'X)™* X'Y. Cette estimation est de type moindres carrés :

g = (XB-Y)"(XB-Y)
de?/dp = 2X'XB - 2XTY
de?/dB = 0= B =(X"X)* XTY

La matrice d’information de Fisher est alors1X"X en considérant un bruit de mesure uniforme.
La matrice de variance-covariance des paramétee)\est égale & (X'X)™.
Si on considéere une erreur de mesure non unifaomebtient :



B = (X'WX)* X'W1Y et varp = (X'WX)™* avec W la matrice des poids inverse de la mattice
variance covariance des bruits de mesure.

Traité par I'outil Gencab, I'exemple suivant montee résolution d’'un modéle polynomialu
second degré a 3 facteurs avec estimation devatles de confiance.

. - . s s e —_— -

Plan d'expériences - Modele linéaire : Y=XP + € planification Exploita

min :I 0 0 0 I I Tauxdeconfiance:
max:| 1 1 1] | Bruit (sigma) :[ 0,1 | Déterminant (Fisher) :

Y Xo X1 X2 X3 X X0 Xd XiXa X3 XoXs
1| 0,64 110,57 0,6 0,2(0,33 0,36 0,04 0,34 0,11 0,12 Y =ag+ay Xy + 3, Xy + a5 X3 + 35 X,* + a5 Xp” + 2 Xa” + a7 X, X, + 2 X; X3 + 39 XoXs
2[0,82 1]0,46 0,06 0,18{0,21 0 0,03 0,03 0,08 0,01
3[0,59 1] 0,64 0,98 0,53|0,41 0,96 0,28 0,63 0,34 0,52 P min_max
4{0,94 1]0,47 0,19 0,97|0,22 0,04 0,94 0,09 0,46 0,18 a,:[0,557[0,53 0,6
50,24 1] 0,4 0,75 0,78|0,16 0,56 0,61 0,3 0,31 0,58| a,:| 0,670,558 0,76
6[0,51 1] 0,4 0,15 0,03|0,16 0,02 0 0,06 001 0O a:|-08[-09 -07
7| 0,6 1]0,53 0,2 0,99|0,28 0,04 098 0,1 052 0,19 a;:|-08(-08 -0,7
8| 0,6 1]0,55 0,05 0,84| 0,3 0 0,71 0,03 0,46 0,04| a,:{061[0,54 0,67
9|0,81 1]0,73 0,63 0,87|0,54 0,4 0,75 0,46 0,63 0,55 a;:{0,97(0,92 1,02
10| 0,15 1]0,68 0,45 0,77|0,46 0,21 06 0,31 052 0,35 a:|0,74[0,69 0,78
11/ 0,94 1]0,95 0,96 0,22/0,91 0,93 0,05 0,92 0,21 0,21| a,:|-09(-09 -0,8
12| 0,44 1]0,27 0,47 0,56]0,07 0,22 0,31 0,13 0,15 0,26 a;:| 0,5(-0,6 -0,5
13[ 0,9 1]0,75 0,12 0,79|0,56 0,01 0,62 0,09 0,59 0,09| a,:{0,38[0,35 0,42
14/ 0,15 1] 0,5 0,54 0,97|0,25 0,29 0,94 0,27 0,48 0,52
15/ 0,76 140,51 0,8 0,71|0,26 0,64 0,51 0,41 0,36 0,57 X y Var(y) min max
16/ 0,01 1/0,08 0,45 0,42/0,01 0,21 0,17 0,04 0,03 0,19 105 05 05]025 0,25 0,25 025 0,25 0,25] loa3] o Jo42 o0,44]
17| 0,2 1]0,22 0,26 0,57|0,05 0,07 0,33 0,06 0,13 0,15
180,75 1]0,23 0,31 0,2 |0,05 0,09 0,04 0,07 0,05 0,06 Var(P)
19/ 0,65 1]0,45 0,84 0,17| 0,2 0,71 0,03 0,38 0,08 0,14 0,05 -0,1 -01 -0,1 0,04 0,05 0,02 0,04 0,07 0,02
20{ 0,66 1]0,25 04 0,03|0,06 0,16 0 0,1 0,01 0,01 01 033 01 011 -02 -01 -0 -0,1 -02 -0
21{0,93 1]0,29 0,42 0,18|0,08 0,18 0,03 0,12 0,05 0,08 01 01 019 005 -0 -01 -0 -01 -01 -0
22| 0,3 1]0,35 0,97 0,18/0,12 0,95 0,03 0,34 0,06 0,17 01 011 005 013 -0 -0 -01 -0 -01 -0
23[0,09 1]033 03 033|011 0,09 0,11 0,1 011 0,1 004 -02 -0 -0 015 001 001 -0 0,07 0,01
24{0,85 1]0,04 0,88 0,86] 0 0,78 0,75 0,04 0,04 0,76 005 -01 -01 -0 001 01 0,01 003 0,07 0,02
25(0,28 1]024 03 0,1|0,06 0,09 0,01 0,07 0,02 0,03 002 -0 -0 -01 001 0,01 008 002 -0 -0
26(0,38 110,13 0,16 0,66/ 0,02 0,02 0,44 0,02 0,09 0,1 004 -01 01 -0 -0 0,03 002 0,13 004 0
27[0,95 1]0,43 0,87 0,61/0,18 0,76 0,37 0,37 0,26 0,53 0,07 -02 -01 -0,1 0,07 0,07 -0 004 021 0,01
28| 0,61 1]0,47 0,76 0,96]0,23 0,57 0,93 0,36 0,46 0,73 002 -0 -0 -0 001002 -0 0 00l 005

[H]
Modele linéaire
Feuille de calcul disponible par double clic suicbne:

2.2 — Modéle non linéaire

La résolution d’'un modeéle non linéaire impose lgesal’'un outil d’'optimisation globale comme
'exemple de pharmacocinétique suivant, traitél@anéthode des moindres carrés.

\ e s . -alt
Modéle non linéaire Y=a,e ~ +¢€
wE] vy v [HEEE
Fisher
Y; t oY) (Y()-v)? 11 122 110=101 D W &

1725 2 36 [ 120,9977] [0,037196 22,456 0,914 | 1E-16 Ajustement

2| 59 3 || 61,1]| 4306786 | 0,144804 168,626 -4,88 | 0,6041

3[ 180 || 5 || 176 [17,72513| | 1,04539 3566,74 60,2 | 104,61 1000

4l 860 | & || 858 |2,58056a 2285008 214188 -2203 | 40039 || 12,29 -0,53 900 >
800
700 //
600 /

> 500 /
400 ya
300 7
200 /
100 —
0
0 2 4 6 8 10
1,69E+09 1E+14 3t+10 [I2E23)] [12,29 0,53 t




Non linéaire 1

L’ajustement peut étre également réalisé par lehoat du maximum de vraisemblance, comme
traité ci-aprés, en considérant que le bruit deumgesst distribué suivant une loi normale. L’outil
Gencab permet alors d’obtenir la matrice de Fisliemoyen d’'une méthode numérique qui donne
des résultats voisins de celle calculée de maaigaigtique.

\ e z_. -alt
Modéle non linéaire Y=a,e ~ +¢€
a, & Taux de confiance :
wlas ] sve)-v) [E556808] 1229] 053] o) (5586
Min Max
Fisher Vraisemblance a_0:] 12,28531] 8,516468 | 16,05416
Y, t YY) (Y(t)-v)? 11 122 110=101 D a a L Ln(L) a_1:|-0,531139( -0,570063| -0,492215
1] 25 2 35,5]111,1096| | 0,037196 22,456 -0,914| 1E-16 0,31166 -1,1658
2| 59 3 60,5 | 2,103437( | 0,144804 168,626 -4,88 | 0,6041 0,39708 -0,9236 Matrice de Fisher :| 22,85008 -2203,224
3| 180 5 175 | 26,21422 1,04539 3566,74 -60,2 | 104,61 0,37637 -0,9772 -2203,224 214222,3
4| 860 8 861 | 0,253297 | 22,85008 214188 -2203 | 40039 12,29 -0,53 0,39872 -0,9195
Variance-covariance :| 5,250037 0,053995
0,053995 0,00056
Ajustement
1000
800 /’
600
>
400 //
200
1,696+09 1E+14 3E+10 [N2ER28N [12,29 0,53 0 —
0 2 4 6 8 10
t

Non linéaire 2

L’outil permet ainsi d’obtenir un intervalle de d@nce pour chacun des parametres et pour
I'estimation de la réponse d’'une configuration aetéurs.

' ;. N s . P : .
Plan d'expériences - Modele non linéaire ‘ Planificati | ’ Exploitati
min:| -20 Somme: Taux de confiance :| 60%
max:| 20 Bruit (sigma):] 15
Y X y(X) R In(L) min  max
1| 25 2 35,54 0,312 -1,17 Va_1:| 12,29] 11,32 13,25
2] 59 3 60,45 0,397] -0,92 Va_2: -0,53] -0,54 -0,52
3] 180 5 174,9 0,376] -0,98
4] 860 8 860,5 0,399| -0,92 X y Var(y) min  max
[ 2 ] 135,54 24,57] 33,46 37,63] h:| 1E-10|
35,54 dy/dva_1| 2,893
35,54 dY/dva_2| -71,1
Matrice de Fisher :| 22,85 -2203
-2203 2E+05
Variance-Covariance :| 5,252 0,054
0,054 6E-04




Non linéaire 3

3 — Planification optimale

L’optimisation d’'un plan d’expériences peut s'etiger selon divers critéres tels que :
- la minimisation du nombre d’essais nécessairesstimation des parametres du modéle de
surface de réponse,
- la précision de cette estimation,
- Larobustesse du modele a la prédiction dans téegesonfigurations de valeurs prises par
les différents facteurs.

Cherchant a minimiser la variance des estimatianméthode D-optimale répond aux 2 premiers
critéeres. Des techniques d’occupation optimale’esphce des configurations d’essais, telle que la
maximisation des distances minimal&pondent au troisieme critere.

3.1 — Méthode D-optimale

La méthode D-optimateconsiste & maximiser le déterminant de la matiEeariance covariance
(inverse de la matrice de Fisher) afin de minimigerariance des estimateurs et donc les intewvalle
de confiance des estimations.

Cette méthode est mise en ceuvre dans les exemple&dpnts afin de déterminer des conditions
optimales d’essais supplémentaires.

3.2 — Occupation optimale de I'espace

La normalisation préalable des difféerents factgamsnet de définir une notion de distance entre les
conditions d’essais. La maximisation des distamogsmales permet alors d’occuper I'espace de
maniére homogéne comme le montre I'exemple suivaite a 2 facteurs.

Plan d'expérience - Maximisation de la distance minimale
X y min di®
[0] s o 1]
xi yi di®
10 10 25 - - - - - -
10 -10 625 Maximisation de la distance minimale
-10 10 425 * 0@ °
10 -10 225
0 0 125 8
0 -10 325 6
-10 0 425 ° ° .
0 10 125 4
10 0 25 2
5 5 225 N N N
5 5 25 10 -8 6 4 2 2 4 6 8 10
5 -5 125 -2
-5 -5 325 4
10 5 0 * *
-6
-8
* -10 & *
Yy

! Optimal design, D-optimality, http://en.wikipedia.org/wiki/Optimal design
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Maximisation de la
distance maximale

Cette optimisation des distances, réalisée ici @miéne sequentielle, peut I'étre également de
maniére simultanée en multipliant le nombre dealdeis (26 dans I'exemple ci-desous).

Plan d'expérience - Maximisation simultanée de la distance minimale
Maximisation de la distance
Xi 0 |-735]4,593]8,376]0,574] -6,31] 9,91 | -3,57] -10 [-1,49]-5,02] -9,71]6,018] 5,45 minimale
xi yi 0 [-979]9,958] 1,7 |5,774] -3,43] 7,62 [ 9,868] 1,229] -8,15] 4,21 [ 7,991] -9,64 ] -3,34 e 10 .
0] o 149,8 1203 73,04 33,67 51,63 1563 110,1 101,5 6871 429 1581 129,1 40,86 ° 8 .
7,35] -9,79| 149,8 532,6 3793 305 4152 601 400,7 1284 37,01 201,4 3216 1787 2054 6 e
4,593]9,958] 120,3 532,6 82,5 33,66 2982 33,73 66,64 289,1 3651 1254 2083 386 177,6
8376] 1,7 | 73,04 3793 825 7746 242,1 37,4 2094 337,8 1944 1857 366,5 134,1 33,96 ¢ 4
0,574]5,774| 33,67 305 33,66 77,46 132,1 90,57 33,94 132,4 1982 33,71 110,6 267,1 106,38 . 2 °
-6,31] -3,43| 51,63 41,52 2982 242,1 132,1 385,3 184,3 3526 4561 60,02 1419 1906 1384 o o
9,91 7,62 1563 601 33,73 37,4 90,57 3853 186,8 4372 3788 234,5 3849 3129 140 -10 5 2 5 10
-3,57]9,868] 110,1 400,7 66,64 209,4 33,94 1843 186,8 116 329,1 34,11 41,18 472,4 2558 ° “ °
10 [ 1,229] 101,5 128,4 289,1 337,8 132,4 3526 4372 116 160,4 33,7 4581 3746 2595
1,49] -8,15] 68,71 37,01 3651 194,4 1982 45,61 3788 329,1 160,4 165,3 3282 5857 71,34 6
5,02] 421 | 42,9 201,4 1254 1857 33,71 60,02 2345 34,11 33,7 1653 36,28 3135 166,6 8
9,717,991 158,1 321,6 2083 366,5 110,6 1419 384,9 41,18 4581 3282 36,28 558 3581 'S 10 .
65,018] 9,64 | 129,1 1787 38 134,1 267,1 190,6 312,9 472,4 3746 5857 3135 558 39,97 v
5,45 | -3,34| 40,86 2054 177,6 33,96 106,8 1384 140 2558 259,5 71,34 166,6 358,1 39,97
di® max:[ 33,67 37,01 33,66 33,96 33,66 3526 33,73 33,94 337 37,01 33,7 36,28 39,97 33,96 max (di” min) :_
il
Maximisation

simultanée

3 — Essais en Sireté de fonctionnement

Outre 'application de la méthode D-optimale augtéynes monocoup traitée dans le TP précédent
(n°60), des essais de fiabilité (exponentielle)leetdégradation (processus de Wiener) accélérés en
température (Arrhenius) sont traités ci-apres.

D-optimale - Loi exponentielle accélérée

Ibd Ea Température FA E(T) 100 111 101
[0,44701302] 1,36558 | [ -100 T o0,0853455 | 16649,079 [ 2019024] 791,741] -4,00e+04 |
Taux de confiance :
k: Last_lbd Last_Ea
Ln vraisemblance : 300 ] Déterminant :[ 7,2096+09 | ["0,0007 [ 0,08746] Min Max
T référence °C H
Résultats ;
Température  |1©TPS Facteur  Densitéde ) gy 100 11 101=110  Ibd Ea  Température
cumulé  d" p
1 125 627 635201,1336 0 -100 | 2,3533 2019023,6 95739056 13903,216 Matrice de Fisher :| 6057681 24505,45
2 75 800 2081,28446 0 -100 [ 1,6313 4038047,2 127,04572 21853,618 (numérique)| 24505,45 131,8027
3 40 1259 12,78843088 0 -100 [ 1,1773 6057070,8 130,52869 24505,446 | 0,0007 0,08746 0,75324832
-100 Variance-covariance 66E-07 -0,00012

0012 0,030609

Matrice de Fisher (analytique)

100 1/A*
111 (In(Fa)/Ea)*
102 In(Fa)/AEa

Déterminant
D=100(111x122-112%)-111x1022 (101=110=0)

@j

Exponentielle



D-optimale - Processus de Wiener linéaire accéléré

m s Ea Temp Fa_ E(Z) 100 11 122 102112 Taux de confiance :[_90% |
[ 250 [ 52,97 [ 1144 | 61096 | 23,068]556289] 184344] 56,898 ]
Min Max
T référence °C anraisemblance: Déterminant: lastm lasts LastEa m: 0,1801 0,16518815 | 0,19501007
s:)| 02944 | 0,09673001 | 049215322
t  1TC_ 2 Fa__ f(t) In(f(t) LastFa 100 111 122 102 112 Ea:| 0,2369 | 0,23694659 | 0,23694659
1 o 0
2l 100 25 20 1 01078 -2,227| 1 [11534 23068 © 0 0 Matrice de Fisher :[ 12168,1185 0,00207958 13277,2238
3l 200 75 80 37641 0,0275 -3,592|3,7651|5496,1 46,136 4401,8 4376,1 19,002 (numérique)| 0,00207958 69,2038499 44,1604284
4| 300 95 190 57826 004 -3,218|57847| 12168 69,204 16273 13277 44,16 | 0,1801 0,2944 0,2369 13277,2238 44,1604284 _16487,8973
Variance-covariance :| 0,00068585 0,00035301 -0,00055324
0,00035301 0,0146565 -0,00032353
-0,00055324 -0,00032353 _0,00050702

Matrice de Fisher (analytique)
100 néta/c?
111 2n/c?
122 (-1/(2Ea?)x[2Z(Inai)-((26tp?)/0?)2(aix(Inai)?)-Z(Inai)?]
102 [(u6t)/(o%Ea)]Z(aixInai)
112 [1/(Eao))zInai

Déterminant
D=100(111x122-1122)-111x1022 (101=110=0)

Wiener

La méthode D-optimale a tendance a proposer icilileges du domaine de variation en
température afin de maximiser la précision desnesions. Il n’en serait pas forcément de méme si
I'essai de fiabilité était censuré, ce qui moddiet'expression de la vraisemblance.

Les matrices calculées de manieres analytiquereérigue apparaissent toujours voisines.



