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TP N° 76

Modéles explicatifs et descriptiis en mécanique

L’objet de ce TP est de modéliser des phénoménes de degradation mécanique par des modeéles
explicatifs, fondés sur la physique des phénomeénes, ou descriptifs basés sur des observations. Il
propose d’estimer la fiabilité d’un embrayage comme cas d’application.

Ce TP reprend des éléments traités dans les ouvrages « Mise en eeuvre des essais accélérés » et
« La fiabilité en pratique » de la collection « La fiabilité en pratique ».

Il est disponible au format Word avec les fichiers de calculs Excel incrustés dans la boutique en
ligne de Cab Innovation.

I — Comment estimer la fiabilité en mécanique ?

2 — Décrire les principaux phénomenes de dégradation en mécanique

3 — Présenter quelques modeles physiques de dégradation en mécanique
4 — Présenter des modeles descriptiis de dégradation

o — Estimer la durée de vie d’un embrayage

La fiabilité d’un embrayage est principalement conditionnée par sa rondelle de frottement dont
I’épaisseur a été mesurée en clientele sur plusieurs véhicules de kilomeétrages différents :

Km 2745 | 11113 | 23418 | 50794 | 59210 | 79790 | 102719 | 114223 | 123306 | 138927 | 146448 | 157637

Epaisseur | 98,44% | 99,51% | 98,92% | 85,65% | 89,87% | 86,28% | 69,69% 52,89% 46,57% 39,02% 29,13% 24,68%

L’embrayage n’est plus considéré opérationnel quand 1’épaisseur de la rondelle est réduite de plus
de 80 %.
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1 — Fiabilité en mécanique

Pour maitriser la fiabilité d’un systéme mécanique, il faut d’abord connaitre les phénomeénes de
dégradation auxquels il est soumis et pouvoir en caractériser les effets (profondeur de défaut,
propagation de fissure, perte de masse ...).

Il faut ensuite savoir comment ces derniers évoluent et les modéliser au moyen d’un modéle
explicatif, fondé sur la physique des phénomenes, ou descriptif, basé sur des observations.

Comme I’illustre la figure 1, I’estimation de la durée de vie consiste alors & identifier le moment ou
la courbe de dégradation atteint un seuil a partir duquel le fonctionnement du systéme n’est plus
assure.

Dégradation

Seuil

Nominale

» Temps (cycles)

Figure 1 - Modele de dégradation

La dégradation peut résulter de plusieurs phénomenes au cours du temps, ou de cycles d’utilisation,
tels qu'une phase d’amorgage suivie d’une dégradation progressive.

2 —Phénomenes de dégradation en mécanique

Les phénomenes de dégradation sont multiples en mécanique.

e L’usure désigne la dégradation des couches superficielles d'un solide (perte de matiere, de
forme, ou modification de la structure) sous l'action mécanique du milieu extérieur. Elle
peut étre engendrée par des phénomenes de laminage (criques générées en surface par des
sollicitations périodiques), de corrosion (oxydation), d’adhérence (détachement de
fragments de matiére) ou d’abrasion (arrachement de matiére).

e La fatigue désigne I'endommagement local d'une piece sous l'effet d'efforts variables, bien
inférieure a la limite d'élasticité du matériau, dont la répétition peut engendrer la rupture.
Celle-ci intervient aprés un phénoméne d’amorcgage puis de propagation de fissures.

e Le fluage est une déformation irréversible d’un matériau soumis a une contrainte pendant
une certaine durée.

e La relaxation caractérise la décroissance en fonction du temps de la contrainte appliquée a
un matériau soumis & une déformation constante.

e La corrosion désigne l'altération d'un matériau par oxydation.
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3 —Modeéles physique de dégradation en mécanique

Les lois décrivant I’usure sont relativement peu fiables et imprécises, tels que la loi d’Archard
(1953) de la forme :
U=kQd/H

avec U le volume usé, k un coefficient d’usure dépendant des matériaux en contact, de la
lubrification et de 1’environnement, Q la charge au contact, d la distance parcourure et H la dureté
du corps le plus tendre.

La loi de PARIS (1963) est la plus utilisés pour décrire les propagations de fissure. La vitesse de
propagation de fissure da/dN s’exprime en fonction de la variation de charge AK et de 2 parametres
C et m caractérisant les matériaux :

da/dN = C(AK )"

La loi de Norton (1929) décrit le phénomeéne de fluage quand sa vitesse est pratiquement constante
apres une phase dite primaire. La déformation € dépend de la contrainte ¢ et des coefficients A et n
caractérisant le matériau et la température :

&(t) = (o/V)" (t - tp) + &

La loi de Gittus (1978), & 2 parametres k et p, décrit 1’évolution de la contrainte au cours de la
relaxation :
o(t) = 64, + (60 — G.)exp(—kt")

A partir de I’initiation, la profondeur d’usure par corrosion au temps t est donnée par une équation
de la forme :
D(t)=Ct"

Avec C et n des coefficients dépendant du matériau et de 1’environnement.

4 — Modeles descriptii de dégradation

De nature probabiliste, ces modéles ne cherchent plus a expliquer les phénomenes mais seulement a
représenter au mieux leurs effets. Ils sont ajustés a partir d’observations, issues d’un retour
d’expérience opérationnelle (REX) ou d’essais (plan d’expériences), couvrant, Si possible, toute la
plage de fonctionnement car I’extrapolation est alors hasardeuse.

Les modeéles de dégradation continue sont genéralement fondes sur la famille des processus de
Lévy' & accroissements indépendants et stationnaires (chaque accroissement ne dépend que de
I'intervalle de temps), dont le processus gamma, le processus de Wiener et le processus de Poisson
composeé.

Le premier permet de modéliser une dégradation monotone croissante ou décroissante, le second
une dégradation non monotone, présentant des phases de rémission passageres, et le troisieme une
dégradation résultant d’une accumulation de chocs a des moments aléatoires.

Les modeles classiques d’accélération en fonction des conditions d’utilisation ou d’environnement
de type SVA (Standard de Vie Accéléree), tels que les lois d’Arrhenius, de Norris Landzberg, de

! Paul Lévy, mathématicien francais (1886 -1971).
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Peck, de Basquin, d’Eyring..., peuvent étre également utilisées avec les lois de dégradation en
faisant I’hypothése que seul le facteur d’échelle est modifié et non la forme.

Dans la plupart des cas, la degradation est monotone et peut donc se modéliser par un processus
Gamma. L’augmentation du niveau de dégradation entre deux instants t et t+At est une variable
aléatoire dont le comportement est décrit par une loi Gamma de parameétres oAt et 3 :

Z(0)=0  Z(t+At) — Z(t) = Gamma(aAt, B)

La dégradation croit alors a peu pres uniformément de maniere plus ou moins bruitée comme le
montre la courbe supérieure de la figure 2.

Processus gamma (simulation)
t  Dégradation Processus gamma stationnaire
a: 0,001 0 0 Ga(th’ B)
B: 0,1 1000 0,02425419
p:| 0,00001 2000 | 0,20960913 1
q: 1,8 3000 0,39072077 05 S
Ea: 1,8 4000 0,39854186 ﬁ
n: 3 5000 0,58665787 o & ‘ : : : ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
m(t) = pt* . .
, , Processus gamma non stationnaire
t Dégradation
0 0 Ga(m(t+At)-mt, B)
1000 0,07852867 6
2000 0,33403016
3000 1,6175985 4 —
4000 | 3,31543466 ) _
5000 | 4,36906835 ——
0 + Y . . : )
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
TUCREF VREF
Processus gamma non stationnaire
t T(°C) V (volt) FA Dégradation Iy
o 5 accéléré
1000 25 28 1 0,47205893 Ga(mFa(t+At)-mFat, B )
2000 27 30 1,9888468( 2,28063985
3000 27 32 | 2410827 | 728586 100
4000 30 32 4,9078332| 26,4599194 50 /
5000 30 35 6,4109139( 67,0937068 o N : 4'/?/ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figure 2 — Processus gamma

|‘._Tﬁ

Feuille de calcul

. Microsoft Excel
Ouverture du fichier par double clic sur l’icone :

Comme le représente la seconde courbe, ce modéle peut étre rendu non stationnaire au moyen d’une
fonction croissante, telle qu'une fonction puissance, de la maniére suivante :

q
Gamma(aAt, B) > Gamma(m(t+At))-m(t), B) avecm(t)=pt avecpetq>0
Comme le montre la troisieme courbe, il peut étre accéléré de la maniére suivante :
Gamma(aAt, B) —» Gamma(m(FAx(t+At))-m(FAxt), B)

avec Fa, un facteur d’accélération tel que la loi d’Eyring dans cet exemple & contraintes
échelonnées.
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Si un seuil limite d’acceptabilité peut étre fixé, le modele de dégradation se transforme en modéle
de fiabilité, comme le montre la figure 3.

Processus gamma non stationnaire accéléré
B :| 0,0056048 T°C: 50 Zs : 2,75 +10% Weibull Lognormale
p :| 0,00010849 T°C Ref : 25 Zo:| 25 Beta :| 3,071100591 a:| 19,0504525
q:| 0,67895275 V (volt) : 30 To:| 5000 Gamma :| 80718937,79 b :| 0,23133898
Ea:| 1,85602766 Vier : 28 Sigma :| 120580578,7
n:| 2,98139558 FA:[ 330,32
Pas (hr)
10000 Fiabilité 52 e eres s . ..
Temps Gamma Weibull  lognormale | 0,000647107 Fiabilité au seuil Zs et lois équivalentes
10000 1 1 1 0 1 —
20000 1 1 1 3,9443E-31 0,9
30000 1 1 1 6,95775E-28 08
40000 1 1 1 2,35531E-25 g';
50000 1 1 1 2,77135E-23 o Gamma
60000 1 1 1 1,60196E-21 04 Weibul
70000 1 1 1 5,50264E-20 03
80000 0,999999999 1 1 1,26479E-18 0,2 lognormale
90000 0,999999997 1 1 2,1071E-17 O'é
100000 0,999995988 1 1 2,69299E-16 10000 110000 210000 310000 410000 510000 610000 710000
110000 0,999999963 1 1 2,75377E-15 heurcs
120000 0,999999892 1 1 2,32663E-14
130000 0,999999711 1 1 1,66562E-13

Figure 3 — Passage d’un modéle de dégradation a un modéle de fiabilité

Feuille de calcul

A Microsoft Excel
Ouverture du fichier par double clic sur l’icone :

La fiabilité correspond alors a la loi du premier temps de franchissement d’un seuil zs qui a ici pour
fonction de répartition :

Fs (t) = P(Z(t) > z - zo) =1-R(t)
Z(t) : loi Gamma ((t) - (t 0), p) ou (Fat)-(Fat 0), B ) cas accéléré

Une loi de Weibull équivalente ou une loi log-normale peut étre alors obtenue par la méthode des
moindres carrés afin de simplifier les évaluations au niveau supérieur.

Si la dégradation est globalement croissante mais non monotone, en présentant d’éventuelles phases
de rémission passagéres, celle-ci peut se modéliser par un processus de Wiener. L’augmentation du
niveau de dégradation entre deux instants t et t+At est alors une variable aléatoire modélisée par une
loi normale de moyenne pAt et d’écart type ov/At :

Z(0)=0  Z(t+At) — Z(t) = Normale (uAt, oV At)
La dégradation croit alors a peu prés uniformément de maniére plus ou moins bruitée. Le processus
de Wiener peut étre rendu non stationnaire (de tendance non linéaire) et accéléré de la méme
maniére que le processus Gamma, comme I’illustre la figure 4.

L augmentation du niveau de dégradation entre deux instants peut se simuler, sous Excel, au moyen
des expressions suivantes, respectivement dans les cas a tendance linéaire, non linéaire et accéléré :

=LOI.NORMALE.INVERSE(ALEA(); u*(t-t;);c*RACINE(t;-t;)
=LOI.NORMALE.INVERSE(ALEA();p*t{\g- p*ti*q;c*RACINE(t-t;)

=LOI.NORMALE.INVERSE(ALEA();FA*p*t;g- FA*p*t;*q;6*RACINE(FA*(t-t;)))
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Processus de Wiener (simulation)
t  Dégradation Processus de Wiener a tendance
W o001 ° 0 linéaire
s| 03 1000 | 3,54482268
p:| 0,0001 2000 | 0,0308816 60 —"
a:] 18 3000 | 7,2780258 40
Ea:[ 18 4000 | 31,111415 20 /
n:l 3 5000 | 47,7260754 o —— / ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
6000 [ 52,1578899 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
7000 | 55,2632057
— q
m(t) = pt o Processus de Wiener non linéaire
t Dégradation
0 0 1000
1000 | 26,8370333 800 A2
2000 | 93,9990636 600 /
3000 | 191,154636 200 _
4000 | 305,023867 /
5000 | 455858318 00T
6000 | 640,623257 0 ' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
7000 833,604107 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
ToCREF VREF
Processus de Wiener non linéaire
t T(°C) V (volt) FA Dégradation sléré
0 0 daccelere
1000 25 28 1 15,5470561 8000
2000 27 30 |1,9626443| 159,485796 6000 .
3000 27 32 |2,3819233| 370,180419 4000 el
4000 30 32 |4,7460479| 936,005073 5000 ad
5000 30 35  |6,2099245| 1860,15761 o . . M ‘ ‘ ‘
6000 31 36 8,4776983 | 3372,92392 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
7000 32 38 |12,490036| 5881,35734

Figure 4 — Processus de Wiener

@J

Simulation Wiener

Pour un accroissement de dégradation h, la densité de probabilité du processus de Wiener peut se
calculer, sous Excel, au moyen de I’expression :

=LOI.NORMALE (h; p*(ti-t);0*RACINE(t-t}); FAUX)
En utilisant la fonction pt% cette densité de probabilité a pour expresssion dans le cas non linéaire :
=LOI.NORMALE (h;p*t{*q-p*ti*q;0 *RACINE(tj-t;);FAUX)
En considérant un facteur d’accélération FA, cette densité de probabilité a pour expresssion :

=LOI.NORMALE(h;P *(FA *t)"q-P*(FA *t)"q;c *RACINE(FA* (t-t;));FAUX)

Si la dégradation résulte d’une accumulation de chocs a des dates aléatoires, sans modification du
niveau de dégradation entre deux chocs, celle-ci peut se modeéliser par un processus de Poisson
composé (ou marqué). Le nombre de chocs dans un intervalle de temps est alors régi par une loi de
Poisson de parametre A :

(A"

P(N,=k)=e* x

La durée avant I’occurrence de N chocs est régie par une loi d’Erlang simple de parameétres N et A
(suite de N transitions de type exponentielle).
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Dans le cas d’un processus de Wiener ou d’un processus de Poisson composé, la loi du premier
temps de franchissement d’un seuil zs n’a pas d’expression analytiqgue mais la courbe de fiabilité
peut s’obtenir par simulation de Monte-Carlo.

> — Fiabilité de 'embrayage

La fiabilité de I’embrayage est conditionnée par sa rondelle de frottement dont 1’épaisseur a été
mesurée en clientéle sur plusieurs véhicules de kilométrages différents.

L’épaisseur de la rondelle décroit globalement mais de maniére non monotone, notamment en
raison des dispersions engendrées par la différence de conduite entre les véhicules.

Des résultats d’essais effectués sur un méme véhicule auraient probablement montré un
comportement monotone, sauf a imaginer des phénoménes physico-chimiques en surface de la
rondelle durant les périodes d’inutilisation.

Dans le doute, la dégradation a été modélisée par un processus de Wiener qui a été ajusté par la
méthode du maximum de vraisemblance a partir des données observées, comme le montre la
figure 5.

Processus de Wiener non linéaire Fonction m(t) = pt°
Simulation Ajustement Min 90% Max 90%
c:| 0,0002 o :| 0,000154683 | 0,000102809 | 0,000206558
1E-10 p:| 5,36097E-11 -3,3208E-08 3,33152E-08
q: 1,9 q:| 1,956414102 | 1,950927585 | 1,961900619

Ln Vraisemblance :| 22,753123

Km Epaisseur Densité Ln Densité
2745 98,44% |(8,2911606| 2,11519
11113 99,51% |(24,455196 | 3,1968427|| 100,00% * ¢

23418 | 9892% |15879887 | 2,7650533 \0

Epaisseur relative de la rondelle

s0794 | 8565% |29691645|1,0882806| 0% \

59210 89,87% | 9,774205 | 2,2797468|| 60,00%

79790 | 86,28% | 2,398003 | 0,8746363 \ N

102719 | 69,69% |59136154|1,7772574| 40.00% * T Simulation
114223 | 52,89% |48265719|1,5741365| 0 0. \’ * ¢ Epaisseur
123306 | 46,57% |5,1915378 | 1,6470299 \

138927 | 39,02% |6,8579572|1,9254096|  0,00%

146448 29,13% |[6,2045165] 1,8252775 0 20000 40000 60000 80000 100000120000 140000 160000180000

157637 | 24,68% |53884772| 1,6842628 Km

257107 0,00%

Figure 5 — Processus de Wiener

‘.’ﬁ

Ajustement Wiener

Estimés par I’outil Gencab, les parametres du modele sont encadrés par des intervalles de confiance
asymptotiques a 90% (méthode de Wald).

Un trajectoire d’usure de la rondelle, simulée a partir du modéle ajusté, est représentée sur le
graphique avec les données observeées.

Les données « observees » ont, en fait, été préalablement simulées pour cet exemple. L’ajustement
permet de retrouver approximativement les parameétres utilisés pour générer ces données.
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La variablité de la conduite pourrait étre éventuellement observée par 1’informatique embarqué du
véhicule puis intégrée dans une loi d’accélération sous la forme d’une mesure (nombre de
changements de vitesse par km, adéquation de I’instant du changement de rapport, etc.).

Aussi, I’ajustement de la figure 6 prend en compte un facteur d’accélération calculé a partir d’un
indicateur de la conduite (FA = (Conduite / Conduite de référence)").

Processus de Wiener non linéaire accéléré Fonction m(t) = pt®
Simulation Ajustement Min 90% Max 90% FA =( Conduite/Ref)"

o:[ 0,0001 o:| 7,386456-05 | 5,47536-05 | 9,29761E-05

p:| 2E-09 p:| 1,779076-09 | -2,38933€-08 | 2,74514€-08

q: 16 q:| 1,611221176 | 1,607413076 | 1,615029277

n 12 n:| 1,306446503 | 1,167992428 | 1,444900578

Ln Vraisemblance :
Ref:

Km Epaisseur Conduite FA Densité Ln Densité . .
2745 | 99,75% | 1,43 | 160,23% | 79198573 | 4,371958281] Epaisseur relative de la rondelle
5909 | 100,18% | 1,11 | 115,28% | 50,1823925 | 3,915664218 100,00% 4—e
15599 | 101,09% | 0,75 | 69,00% | 5206431884 | 1,649894762 *ee AR
20341 | 98,59% 1,15 120,62% | 28,80528314 | 3,360558813 80,00% * *
31313 | 96,76% | 1,29 | 139,77% | 1021748144 |  2,32410012 60,00% o\(\ .
43719 | 88,33% | 1,46 | 163,74% | 20,13176737 | 3,002299034
50285 | 85,01% | 1,30 | 141,18% | 4810285546 | 1,570756447 40,00% . === Simulation
57091 | 83,30% | 1,37 | 150,99% | 172884489 | 2,850038585 & Epaisseur
63839 | 90,65% | 0,90 | 86,83% | 1560775432 | 2,747767863 20,00%
78836 | 8571% | 1,01 | 100,81% | 1894453616 | 2,941515561 0.00%
86136 | 79,06% | 1,15 | 120,38% | 1637884492 | 2,795990558 o 50000 100000 150000 200000
95296 | 87,45% | 0,82 | 77,33% | 1982472025 | 2,986929656 Km

108744 | 64,75% 1,20 126,77% | 13,01935625 2,566437192
121283 | 91,24% 0,53 43,36% | 1528263335 2,726717108
131236 | 79,11% 0,93 90,61% | 1,103404874 0,098400739,
136829 | 90,85% 0,51 41,08% | 1837130637 2,910790011,
141388 | 84,37% 0,67 59,28% | 18,33210602 2,90865395
154431 | 65,02% 0,97 96,05% | 7,346654346 1,994245019
167251 | 40,40% L1 114,41% | 10,19245465 2,321647706,
173879 | 59,26% 0,90 87,00% | 12,52460117 2,527694804
174619  79,15% 0,60

Figure 6 — Processus de Wiener accéléré

(]
il
Ajustement Wiener
accéléré
L’embrayage n’est plus considéré opérationnel quand 1’épaisseur de la rondelle est réduite & moins
de 20 % de sa taille d’origine.

La loi du premier temps de franchissement d’un seuil n’ayant pas d’expression analytique dans le
cas des processus de Wiener, la courbe de fiabilité peut s’obtenir par simulation de Monte-Carlo,
comme le montre la figure 7 (outil Simcab).

Le graphe de la figure 7 représente une trajectoire simulée de la dégradation, ainsi que les courbes
en valeur moyenne et celles des quantiles 1 (dégradation maximale dans 99 % des cas) et 99
(dégradation minimale dans 99 % des cas) estimés a 60 % de confiance (méthode de Wilks).

La figure donne également la durée de vie moyenne de I’embrayage avec son intervalle de
confiance ainsi que ses quantiles 1 et 99.
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Processus de Wiener non linéaire

Fonction m(t) = pt®

Moyenne Moy inf 60% Moy sup 60%

Q1 60% Q99 60%

o :[0,0001547
p:[5,361E-11 Duréedevie:[ 150000 | 155378 | 155280 | 155476 | 135000 | 170000
q:[1,9564141
Km__ Simulation Moyenne Q160% Q99 60% Epaisseurde la rondelle
0 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% 100,00%
15000 | 97,94% | 99,30% | 94,87% | 103,85% \
30000 | 9558% | 96,99% | 90,70% | 103,26% 80,00%
45000 | 93,35% | 93,28% | 85,48% | 100,83% \\
60000 | 85,40% | 88,12% | 79,37% | 96,87% 60,00% —— Simulation
75000 | 76,40% | 81,56% | 71,80% | 91,41% 10,000 \\ Moyenne
90000 | 70,09% | 73,66% | 62,85% | 84,91% ,00% ~
105000 | 59,54% | 64,37% | 52,65% | 76,37% \ Qa1 60%
20,00%
120000 | 49,29% | 53,70% | 41,16% | 66,53% Q99 60%
135000 | 38,16% | 41,66% | 28,44% | 5554% 0,00%
150000 | 23,21% | 28,34% | 14,11% | 42,63% 0 50000 100000 150000 200000
155000 | 16,77% | 23,58% | 9,29% 38,62% km
160000 | 12,74%
165000 | 5,40%
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Figure 7 — Simulation du processus de Wiener
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Simulation Wiener




