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TP N° 77
Modéles de dégradation

L’objet de ce TP est d’analyser les caractéristiques des modeéles susceptibles de représenter les
processus de dégradation tels que I’usure d’un mécanisme ou une propagation de fissure.

Ce TP reprend des éléments traités dans les ouvrages « Mise en cuvre des essais accélérés » et
« La fiabilité en pratique » de la collection « La fiabilité en pratique ».

Il est disponible au format Word avec les fichiers de calculs Excel incrustés dans la boutique en
ligne de Cab Innovation.

I — Présenter les caractéristiques de difiérents modéles de dégradation (Wiener,
Gamma, Variance Gamma, Poisson composé)

2 — A partir des résuliats d’essais acccélérés suivants, estimer la fiabilité et la durée

de vie restante (RUL) d’un composant dont le domaine de dégradation acceptable est
limité a 10%.
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1 —Modéles de dégradation

Les phénomeénes de dégradation, tels que ’usure d’un mécanisme ou une propagation de fissure,
peuvent étre modélisés par des processus de Lévy™.

Ces processus stochastiques a accroissements indépendants stationnaires (qui ne dépendent que de
I'intervalle de temps) peuvent étre rendus stationnaires, pour pouvoir faire varier la vitesse de
dégradation au cours du temps, ou accélérés, afin de tenir compte du stress généré par des
conditions d’utilisation et d’environnement, comme 1’illustre la figure 1.
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Figure 1 — Dégradation non stationnaire accéléré

Mais quel processus de Lévy choisir ?
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Figure 2 — Processsus de dégradation

Tout dépend des types de comportement comme 1’illustre la figure 2. La dégradation peut croitre de
maniere monotone (Gamma) ou présenter des rémisssions passageres (Wiener et Variance Gamma),
évoluer de maniére continue et bruitée (Wiener) ou discontinue (Gamma et Variance Gamma), ou
n’augmenter qu’a différents instants (Poisson composé).

! Paul Lévy mathématicien francais.
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1.1 - Processus de Wiener
Un processus de Wiener a la forme suivante :

Z(t)=put+o W(t) avec utladérive et o lavolatilité

W(t) est une variable aléatoire normale de moyenne nulle et de variance t qui correspond au
mouvement brownien standard utilisé pour décrire le mouvement aléatoire d'une particule
immergée dans un fluide.

La dégradation entre deux instants est modélisée par une variable aléatoire normale de moyenne
1 At et d’écart type o VAL :
Z(t+ At) - Z(t) = N(n At , o VAY)

La dégradation présente des rémissions passagéres quand la variable est négative. Sa forme
générale, continue et bruitée, résulte d’incréments constitués chacun d’une dérive et d’un bruit
gaussien.

1.2 - Processus de Gamma

Un processus gamma est caractérisé par des accroissements positifs distribués selon une loi
gamma :

Zt)=T(at, B)
La dégradation entre deux instants est modélisée de la maniere suivante :
Z(t+At)-Z(t) =T (aAt, B)

Elle croit de maniére monotone et discontinue.

1.3 - Processus a variance Gamma

Le processus & variance Gamma? a été introduit en analyse financiére pour décrire une évolution
non monotone et discontinue.

Il peut se présenter sous deux formes :

- Un processus de Wiener dont le temps est sujet a des sauts aléatoires régis par un processus
gamma I'(t, B)

Z(t) =pI(t B) +o W' B))

- Une différence entre deux processus gamma indépendants :

> D. Madan and E. Seneta, "The Variance Gamma (V.G.) Model for Share Market Returns"”, The Journal of
Business, vol. 63, no. 4, p. 511, 1990.

D. B. Madan and F. Milne, “Option Pricing With V. G. Martingale Components,” Mathematical Finance, vol. 1,
no. 4, pp. 39-55, 1991.

D. B. Madan, P. P. Carr, and E. C. Chang, “The Variance Gamma Process and Option Pricing,” Review of
Finance, vol.2, no. 1, pp. 79-105, Jan. 1998.
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Z(t) =T'(oat, B1) - Tz t, B2)

1 202 1 202 .
avec a; = /,u2+7+ eta, =~ /y2+7—§ si B1=B2=P

La figure 3 présente des trajectoires de dégradation simulées a partir de ces deux formes de
processus Variance Gamma.
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Figure 3 — Processus Variance Gamma

1.4 - Processus Poisson composé

Un processus de Poisson composé (ou marqué) est caractérisé par des accroissements positifs
survenant a des dates aléatoires distribuées selon une loi de Poisson.

La trajectoire de dégradation résulte, par exemple, d’une accumulation de chocs sans modification
du niveau de dégradation entre deux chocs. L’accroissement de dégradation consécutif a un choc
peut étre constant ou dépendre de la position de celui-ci dans la liste des chocs successifs.

1.5 — Simulation des processus de Levy
Les différents processus de Levy sont simulés sous Excel a la figure 4.

Processus de Levy (simulation)
Wiener Gamma Poisson V_Gammal V_Gamma 2 r:r1=1 F;F-:»:—“;-I-'—'
p:l 002 a:| 02 L 005 p:l 0,143 a, :| 0,29535766 . Fo2
o:l 005 B:l 02 a:] 02 o:l 012 a, | 0,15235766 _ 1[5, 2 u
fy =3 JE T3
B: 0,16 B: 0,16 24 £ 2
t Wiener Gamma Poisson V_Gamma1lV_Gamma 2
0 0 0 0 0 0 , .
1 |-00270585 | 0,10118566| 0  |0,01793075] -0,0202531 Processus de dégradation
2 | 001267 |0,10118566 0 -0,058406 | 0,01068357 2
3 |-0,0153537|0,17911726 0 -0,0985151 | 0,02798202
4 |-0,0775886| 0,18053 0 0,03542119| -0,032856 . L3 [ — Wiener
5 | -0,0495053 | 0,18233982 0 0,0163644 | 0,10397266 T 1 -
6 | -0,067301 |0,26147323 0 0,08110763 | 0,21104898 ?;105 —Gamma
7 |0,00098213 | 0,26801433 0 0,15416503 | 0,24032931 < - V_Gamma 1
8 |-0,0727379 | 0,26801986 0 0,19070319 | 0,24219745 0 Ly ——V_Gamma 2
9 |-0,1196646 | 0,27225803 0 0,15474231 | 0,24297559 05 —— Poisson
10 | -0,0693685 | 0,27226614 0 0,19348988 | 0,24295843 o 10 2 30 2 50
11 | -0,0636567 | 0,27232368 0 0,27219726 | 0,38194772 Temps
12 |-0,0824184 | 0,33137933 0 0,29892677 | 0,50909395
13 | -0,1043294 | 0,33140016 0 0,34166577 | 0,50449187

Figure 4 — Processus de Levy
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Processus de Levy
2 — Processus de dégradation accéléré non stationnaire
Les processus de Lévy peuvent étre rendus non stationnaires, au moyen d’une fonction m(t) telle

que la fonction puissance représentée a la figure 5, et accélérés par un facteur d’accélération FA, tel
que celui d’Arrhenius pour la température.

Fonction puissance
100
50
0
0 5000 10000

- - q
Figure 5 : Fonctionpt avecpetq>0
A titre d’exemple, I’accroissement d’un processus Variance Gamma non stationnaire accéléré peut
étre modélisé de la maniere suivante :

Z(t+At) — Z(t) =T (p1 (FA+AD)? - py (FADY, B) - T( p2 (FA(t+AL))? - p2 (FAD)Y, B)

3 — Application

Step tress en courant
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Figure 6 : trajectoires de dégradation

Les trajectoires de dégradation représentées a la figure 6 n’étant pas monotones, seuls des processus
de Wiener ou de Variance Gamma non stationnaires accélérés peuvent étre utilisés pour modéliser
le phénomene d’usure.

A partir des résultats d’essais accélérés en température et en courant, un processus de Wiener a fait
I’objet d’un ajustement au moyen de 1’outil Gencab (figure 7) puis d’une simulation de Monte-
Carlo afin d’estimer la courbe de fiabilité et le potentiel restant dans un domaine de dégradation
acceptable, au moyen de 1’outil Simcab (figure 8).
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Wiener process accelerated in temperature and current

VPNV WN RO
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c:| 0,038635373 c:/0,038635373
p:| 3,88376E-07 p:| 3,88376E-07
q:| 1,72541258 q:| 1,72541258
Ea:[0,225681125 Ea:[0,225681125
n:| 2,215895388 n:|2,215895388
Ln Vraisemblance :

Simulation
FA Pnom [%] f(t) Ln(f(t)) Power (mw)

0 0| 0
3,70371295| -1,754386 #N/A -100 -0,01| 0,42178279
8,1695168 | -1,3157895 | 0,32747512( -1,11634319 | -0,098| -0,57719128
-2,1929825 | 0,27664767 | -1,28501055 | -0,311| -0,64857862
-1,754386 |0,24396559| -1,41072808 | -0,684| -2,94383152
-0,4385965 | 0,11710894| -2,14465065 | -1,289( -6,14165865
-2,1929825 | 0,21566618| -1,53402352 | -2,218| -6,24054534
-3,9473684 | 0,22155557 | -1,50708183 | -3,594| -7,42002174
-5,2631579 | 0,19800792 -1,61944827 | -5,57| -8,27585248
-6,1403509 | 0,30080156| -1,20130449 | -5,65| -9,18574957
Simulation
Pnom (%] f(t) Ln(f(t)) Power (mw)

[ 0
-1,2931034 #N/A -100 0,544531739
-1,7241379 | 0,35068332 -1,04787167 -1,26967082
-1,7241379 | 0,31380706  -1,15897694 -1,56789793
-1,7241379 | 0,28001312| -1,27291882 -4,5766272
-2,1551724 | 0,26459783| -1,32954422 -2,56443686
-3,0172414 | 0,24506156 | -1,40624584 -3,84218696
-3,8793103 | 0,21727949| -1,5265708 -6,0107891
-4,7413793 | 0,17703891| -1,73138573 -6,99290441
3,70346247 | -6,0344828 | 0,13679616 -1,98926337 -5,86461275

® & A N o N

Normale (m(FA(t+At))-m(FAt),c\(FAAL))

Power (mw)

500 1000

Power (mw)

Confidence rate:

Confidence interval:

Min

Max

2

0,03864 | 0,031501

0,04577

3,9E-07 | 2,64E-07

©

5,1E-07

1| 1,72541 | 1,652723

a

1,7981

Ea:[ 0,22568 | 0,189651

0,26171

E]

1| 2,2159 | 1,946421

2,48537

Fisher's Matrix:

m(t) = pt?

204983 -1,9E+08
-2E+08 5,07E+13
1,94051 1,6E+08
23334,2 1,65E+08
2681,4 15510115

1,94051
1,6E+08
8668,32
10147,5
1192,18

233342 26814
1,76+08 1,6E+07
10147,5 1192,18
15454,6 1622,31
1622,31 215,793

Variance-covariance matrix:

7,2E-05 -1,7E-10
-2E-10 2,17E-14
0,0007 -2,3E-09
-0,0003 6,89E-10
-0,0023 8,26E-09

0,0007
-2E-09
0,00746
-0,0034
-0,0245

-0,0003 -0,0023
6,9E-10 83E-09
-0,0034 -0,0245
0,00183 0,00874
0,00874 _0,10252

1000

Figure 7 : trajectoires de dégradation
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Wiener

Processus de Wiener

Normale (m(FA(t+At))-m(FAt),cV(FAAL)  m(t) = pt°

G :[0,03863537 Tiger iRer Simulation Moyenne Moy inf 60% Moy sup 60% Q1090% Q90 90%

p:[3,8838E-07 Duréedevie:| 12000 | 19292 | 19180 | 19404 | 14000 | 68000 |

q:(1,72541258

Ea:[0,22568112 T (°C) i(ma)

n :[2,21589539 ; )

Dégradation

t Simulation Moyenne M-60% M+60% Q1090% Q9090%  ptq

0 0 0 0 0 0 0 0
500 |-0,6833103 | -0,0263 -0,0428 -0,0098 | -2,5525 | -0,2793 | -0,017623 —— Simulation
1000 |-1,3517008 | -0,05808 -0,0811 -0,035 |-3,3294 | -0,055 | -0,058276 —— Moyenne
1500 |-1,6797346 | -0,1144 -0,1425 -0,0863 | -3,849 |0,07292| -0,117306  eo%
2000 |-1,4910142 | -0,18318 -0,2157 -0,1507 |-4,1392 |0,21554| -0,192704
2500 |-2,4969691 | -0,27481 -0,311 -0,2386 | -4,6918 | 0,45971| -0,283205 = M+60%
3000 |-1,4443001 | -0,38532 -0,4257 -0,3449 | -5,0201 | 0,66969 | -0,387901, ——Q1090%
3500 |-2,0678488 | -0,52129 -0,565 -0,4776 | -5,2846 | 0,85681 | -0,506095, —— Q90 90%
4000 |-2,7486934 | -0,6411 -0,6881 -0,5941 |-5,5894|1,06713 | -0,637224 6 ot
4500 |-0,9177388 |-0,78105 -0,8306 -0,7315 | -5,8392|0,98938| -0,780821 7
5000 |-1,0863977| -0,9397 -0,9915 -0,8879 | -6,0803 |1,13621| -0,936487 temps (hr)
5500 |-0,0864579 | -1,08823 -1,1427 -1,0337|-6,2582| 1,288 | -1,103879

4 — Conclusion

La fiabilité et la durée de vie restante (RUL) d'un composant soumis a usure peuvent étre
estimées a partir de 'observation des dégradations dans des conditions d’utilisation et

Figure 8 : trajectoires de dégradation

d’environnement variées.

Cette observation des trajectoires de dégradation est statistiquement beaucoup plus riche
que celle des instants de défaillance et peut donc s’opérer sur moins de composants d’un

méme type.
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Ces estimations requierent I’emploi d'un modele de dégradation adapté a I’évolution du
phénomene d’usure dans la durée.

Avec 3 ou 4 parametres, le processus a Variance Gamma se révele particulierement souple
pour décrire la diversité des phénomenes. Mais son ajustement n’est pas simple car sa
fonction de vraisemblance présente de nombreux optima locaux avec une fonction de
Bessel dans son expression.

Des méthodes d'optimisation hybride semblent plus adaptées pour cet ajustement que les
techniques locales actuellement employées.

Nous chercherons a le démontrer dans un prochain TP.
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