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TP N° 78

Processus Variance Gamma

L’objet de ce TP est d’analyser les caractéristiques du processus Variance Gamma qui semble bien
adapté a la maintenace prédictive pour modélisation des phénomenes de dégradation tels que
I’usure d’un mécanisme ou une propagation de fissure.

Ce TP est disponible au format Word, avec les fichiers de calculs Excel incrustés, dans la boutique
en ligne de Cab Innovation.

De méme, la macro-fonction « LOL.VARIANCE.GAMMA() » utilisée dans ce TP y est proposée
ainsi que le logiciel Gencab dans sa version basic qui est suffisante pour le traiter.

Ce TP reprend des éléments des ouvrages « Mise en eeuvre des essais accélérés » et « La fiabilité
en pratique » de la collection « La fiabilité en pratique ».

1 — Présenter les caraciéristiques du processus Variance Gamma.

2 — Réaliser I'ajusiement d’un processus Variance Gamma statialionnaire, non
stationnaire et non siationnaire acceléré, a partir de trajectoires de dégradation
simulées.
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1 - Processus Yariance Gamma

Introduit en analyse financiére & la fin du siécle dernier, le processus Variance Gamma® permet de
décrire une évolution non monotone discontinue, comme le montre la figure 1. Ce modéle a 3
parametres est plus flexible que d’autres processus de Levy tels que les processus Gamma
(monotone), de Wiener (dérive associée a un bruit gaussien) ou de Poisson composé
(accroissements positifs distribuées selon une loi de Poisson).
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Figure 1 : Processus de Levy

Les processus de Levy sont caractérisés par des accroissements stochastiques indépendants qui ne
dépendent que de la longueur de l'intervalle de temps (processus stationnaires).

1.1 - Processus de Wiener

Un processus de Wiener est un mouvement brownien avec dérive qui s’exprime de la manicre

suivante :
b(t,0,0)=0t+c W(t)

avec 0 la dérive, o la volatilité et W(t) la variable aléatoire normale de moyenne nulle et de variance
t (correspond au mouvement brownien standard utilisé pour décrire le mouvement aléatoire d'une
particule immergée dans un fluide). Son évolution entre deux instants t et t + h est modélisée par
une loi normale de moyenne 6h et d’écart type ovh. Sa fonction de densité de probabilité a pour

expression :
_ (x—6h)?

1
fb(h) (X) = m e 202h

! D. Madan and E. Seneta, The Variance Gamma (V.G.) Model for Share Market Returns, The Journal of
Business, vol. 63, no. 4, p. 511, 1990.

D. B. Madan and F. Milne, Option Pricing With V. G. Martingale Components, Mathematical Finance, vol. 1,
no. 4, pp. 39-55, 1991.

D. B. Madan, P. P. Carr, and E. C. Chang, The Variance Gamma Process and Option Pricing, Review of
Finance, vol.2, no. 1, pp. 79-105, Jan. 1998.
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1.2 - Processus Gamma

Un processus gamma y(t, u, v) est caractérisé par des incréments positifs distribués selon une loi
gamma d’espérance ph et de variance vh.

Son évolution entre deux instants t et t + h est modélisée par une loi gamma de parametres ah et

ou /v h et p/v (une loi gamma de paramétres o et B ayant pour moyenne p = a3 et pour variance
2

v = o).

Sa densite de probabilité a pour expression (g > 0) :

8 who (K)o
oh-1,"P ou fy(h)(g) _ (E)HV g( 1)3( 5g)

v

£,y (8) = i avec I'(x) la fonction gamma.

) g

1.3 - Processus Variance Gamma

Le processus Variance Gamma correspond a mouvement brownien avec dérive soumis a des
changements de temps aléatoires, selon un processus gamma de type y(t, p =1, v) :

X(t, v, 0,0) =b(y(t, 1, v), 6, 6)

Sa fonction de densité au temps t peut étre exprimée en tant que fonction de densité normale
conditionnée a la réalisation d’un temps g selon une distribution gamma d’espérance t et de
variance vt :

i, X) = [ fio ey (0 xEy 1y () dg

aop? 2[5 ()
. (o 1 ~2oZe (HYV 8 e\ v
soit:  fy, (X) = fo o 20%g (V) o dg
ou
9(9:2#) 5 Zi_% =
_ 2 D L=z (3=
R0 =2 (i 62) Kot (-2 (24 ¢))

avec K, (x) la fonction de Bessel du deuxiéme type, I'(x) la fonction gamma et p = 1.

Le processus a variance Gamma se définit également comme une différence entre deux processus
gamma indépendants :

X(t! V, 61 G) = Y(t’ Up; VP) - ’Y(t, Hn, Vn)
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Par ailleurs, les moments du processus Variance Gamma peuvent s’exprimer analytiquement :
Espérance : E[X(t)] =0t
Variance : E[(X(t) - E[X(D)])?] = (6* v + 6%) t
Coefficient d’asymétrie x Variance®?: E[(X(t) - E[X()])*] = 2 0° V> +3 6% 0 V) t
Coefficient d’aplatissement (Kurtosis) x Variance? :
E[(X(®) - EIXODT =B o v+1262 0V +66* V) t+ (36" +6 6202 v +3 0% v9) 12

1.4 - Processus de Levy non siationnaire accéléré

Un processus de Levy peut étre rendu non stationnaire, au moyen d’une fonction telle que la
fonction puissance et étre accéléré pour tenir compte des stress générés par des conditions
d’utilisation et d’environnement, comme ’illustre la figure 2.
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Figure 2 : Processus non stationnaire accéléré
L’évolution de la dégradation est alors calculée en remplagant I’écart de temps h par h’ :
h’ = p(Fa (t+h))% - p(Fa t)
avec FA un facteur d’accélération de type SVA (Standard de Vie Accélérée).
Faisant I’hypothése que seul le facteur d’échelle de la loi de fiabilité ou de dégradation est modifié
et non sa forme, ces derniers regroupent la plupart des modéles d’accélération utilisés en fiabilité

(Arrhenius, Basquin, etc.).

Si le niveau de stress varie, le principe de Sedyakin permet de déterminer un facteur d’accélération
équivalent au profil de stress applique entre deux mesures.

1 pt
Fa(SEquivalent) = ?fo Fa(S(u))du
L’évolution de la dégradation entre deux instants est alors :
h” = p(Fag(t+h) (t+h))? - p(Fae(t) t)°

avec Fag(t) et Fae(t+h) les facteurs d’accélération équivalents de to a t et tp & t+h.
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1.5 — Calcul et simulation

La simulation de Monte-Carlo d’un processus Variance Gamma consiste a simuler la variable g par
une loi gamma puis la variable x par une loi normale, soit sous Excel :

g = LOL.GAMMA.INVERSE(ALEA():t/nu;nu)
x = LOI.NORMALE.INVERSE.N(ALEA(); Téta*g;Sigma*RACINE(g))

Le calcul de la densité de probabilité a fait I’objet du développement de la macro-fonction suivante
qui sera intégrée a I’outil Gencab :

=LOIL.VARIANCE.GAMMA(X; t; Nu; Téta; Sigma; LNGAMMA(t/Nu))

La figure 3 montre I’influence des paramétres de la loi Variance Gamma sur sa distribution.

Variance Gamma distribution

VarianceGammalaw (t=5 v=2;3.33;10 0=1 o=1)
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Figure 3 : Influence des paramétres

2 — Ajusiement
La figure 4 montre 1’ajustement d’un processus Variance Gamma a partir d’une trajectoire de

dégradation simulée sur 200 pas de temps. Les parametres utilisés pour la simulation sont a peu pres
retrouvés par 1’ajustement.
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La figure 5 montre ’ajustement d’un processus Variance Gamma non stationnaire a partir d’une
trajectoire de 400 pas de dégradation élémentaires. Les parameétres utilisés pour la simulation sont a

Variance Gamma process Confidence interval:  60%
Min Max Fisher Matrix : Variance-covariance :
ve:| 04 v:0,4537681| 0,27054 | 0,637 22,1296 1,52925 -21,571 0,0474 6,4E-05 0,00227
o,:] 03 0 :{0,2946702 | 0,24785 | 0,34149 1,52925 326,919 -41,125 6,4E-05 0,00309 0,00029
s.:] 08 c:|0,7598583 | 0,71904 | 0,80067 -21,571 -41,125 450,999 0,00227 0,00029 0,00235
Ln likelihood :[-228,8515 | H
uation” Variance Gamma
t " £(t) Ln(f(t)) 70
0 0 0 60 P
1 0,6068533 0,25509 | 0,597307 |-0,515324 50 /"""
2 0,1249632 0,519018| 0,594635 |-0,519807 < 0 B /
3 0,813899 1,073517| 0,4696019 | -0,75587 30 _~
4 2,6550462 -2,14058 | 0,0001936 | -8,54995 20 D aand
5 1,634805 -0,32819 | 0,0715226 | -2,637742 10 o
6 0,5051803 -0,00115 | 0,572724 |-0,557351 o =
7 0,357446 -0,51868 | 0,2875537 | -1,246346 0 50 100 150 200
8 0,6867534 -0,4478 | 0,6202851 | -0,477576 t
9 1,1013252 -0,81952 | 0,3795964 | -0,968647

Figure 4 : Ajustement d’un processus Variance Gamma

|‘._Tﬁ

V.G. stationnaire
ajustement

nouveau retrouvés par 1’ajustement (q est le parametre de la fonction puisssance).

La figure 6 montre 1’ajustement d’un processus Variance Gamma non stationnaire, accéléré en
température a partir d’une trajectoire de 400 pas de dégradation élémentaires a différentes

Non-stationary Variance Gamma process

Confidence interval:

60%

Min Max Fisher Matrix : Variance-covariance :
AR 0,8 Vv :[ 0,7555364 | 0,5372932 | 0,9737796 585,56 28,086 -129 -3046 0,0672 -0,043 -0,017 0,0129
0: 0,6 6:[ 0,5567765 | 0,3884115 | 0,7251416 28,086 107,83 -110,7 66,488 -0,043 0,04 0,014 -0,008
[ 0,5 G :| 0,4582566 | 0,3865793 | 0,5299339 -129 -110,7 512,21 975,75 -0,017 0,014 0,0073 -0,003
gs: 0,6 q:] 0,6028839 | 0,5603762 | 0,6453916 -3046 66,488 975,75 17356 0,0129 -0,008 -0,003 0,0026
Lnlikelihood: o
Simulation Degradatlon
t f(t) Ln(f(t)) 25
0 0 0
1 1,517603 0,55659 |0,589548| -0,5284 20 S
2 0,228198 0,936953| 0,63067 | -0,460973 ‘_‘J_,J""f
3 0,062437 0,798567| 0,603591 | -0,504858 15
4 0,35598 1,17034 | 0,525792| -0,642849 = _/_J—J_’JM
5 0,692702 1,036244| 0,60573 | -0,50132 10
6 0,153465 1,24473310,842364| -0,171543 ,-/J'
7 0,220137 0,684156(0,012674 | -4,368211 5
8 0,090498 0,669252 | 3,950488| 1,373839 F/J
9 0,036813 0,574102| 0,889409 | -0,117198 Y
10 0,259007 0,982579 | 0,344512 | -1,065627 0 50 100 150 200 250 300 350 400
11 0,300223 1,078345 | 1,422124 0,3521518 t
12 0,017296 1,046632 | 2,496648 | 0,9149491

Figure 5 : Ajustement d’un processus Variance Gamma non stationnaire

températures (Ea est I’énergie d’activation du modeéle d’Arrhenius).
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Accelerated non-stationary gamma variance process
Confidence level: 60%
Min Max Fisher Matrix: Variance-covariance Matrix:
vs:l 0,9 v 0,7079| 0,4054 | 1,0105 463,242 16,1979| -86,118 -2583| -295,02 0,12921] -0,1196 | -0,0785| 0,0248( -0,0013
0,:[ 06 0:(0,7401| 0,4361 | 1,0441 16,1979| 65,2133| -37,089| 114,02 23,9541 -0,1196|0,13047| 0,07866| -0,0232( -0,0002!
.| 08 o :(0,9963 | 0,7964 | 1,1962 -86,118 | -37,089 | 194,552 | 892,606 140,159 -0,0785 | 0,07866 | 0,05641 | -0,0154| -0,0004
qs:| 0,7 q:[0,6704( 0,6115| 0,7292 -2583| 114,02| 892,606| 16943|2123,17 0,0248| -0,0232( -0,0154( 0,00489| -0,0007
Ea;:| 04 Ea:| 0,344 | 0,2899] 0,3981 -295,02( 23,9541| 140,159| 2123,17| 520,559 -0,0013| -0,0002( -0,0004( -0,0007| 0,00413
Reference : C - Degradation
Ln likelihood :| 64,1531
Simulation: 36 1,7507 it HHHIE T 70
t T°C AF tequiv. g X  tequiv. f(t) Ln(f(t)) 60 M
0 0 0 50 g
1 37,7 | 1,89 1,89 | 3,340 | 4,266 | 1,73 |0,0274 |-3,5978 . 40 .l-r""'"“""-
2 31,3 1,38 3,28 0,415 | 4,241 3,05 |0,7785 | -0,2504 30
3 30,9 | 1,35 4,63 0,707 | 4,500 | 4,35 |0,6232] -0,473 20 -r’.r—
4 382 | 1,93 6,56 | 0,797 | 5,209 | 6,11 |0,3508 |-1,0477 10 [
5 25,9 1,05 7,61 0,062 | 5,176 7,15 | 1,4453|0,36834 0
6 36,9 1,82 9,43 1,357 | 6,425 8,83 |0,1641| -1,807 0] 50 100 150 200 250 300 350 400
7 36,9 1,82 11,25 0,084 | 6,326 | 10,50 | 0,7496 | -0,2882 t
8 44,0 | 2,54 | 13,79 | 0,472 | 7,031 | 12,73 | 0,3493 | -1,0517

Figure 8 : Ajustement d’un processus Variance Gamma non stationnaire accéléré

|‘._—'.ﬁ
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A nouveau, les paramétres utilisés pour la simulation sont a peu prés retrouvés par 1’ajustemente et
sont presque tous a I’intérieur de 1’intervalle de confiance a 60%.

Outre I’aspect aléatoire de la simulation, on notera I’importance de la précision du calcul de la
densité de probabilité.

Par ailleurs, I’augmentation du nombre de paramétres d’un modeéle impose un plus grand nombre de
données observées pour pouvoir I’ajuster correctement.

3 — Conclusion

Bien que peu utilisé dans le domaine de la fiabilité, le processus Variance Gamma présente une plus
grande flexibilité que les autres processus de Levy pour représenter la diversité des phénomeénes de
dégradation. Il s’avere, par la-méme, pertinent pour élaborer un modele prédictif quand un niveau
d’usure est observable, directement ou indirectement.

Mais son ajustement n’est pas simple car sa fonction de vraisemblance doit étre précise et
homogeéne entre les observations (X, t) et peut présenter plusieurs optima. L’optimisation hybride
(globale / locale) est alors plus adaptée que les méthodes locales généralement employées.

La comparaison entre divers traitements est aisée puisque le meilleur ajustement est celui qui donne
la plus grande vraisemblance aux observations, comme le fait régulierement 1’outil Gencab quand la
densité de probabilité, qui caractérise les modeles, est explicitée.

En ce qui concerne la qualité du modele, celle-ci peut étre mesurée par des indicateurs de biais
(MAE) ou de variance (RMSE) des estimations par rapport a des observations non employées pour
I’ajustement (20 % par exemple).

Une prochaine communication scientifique présentera I'apport du processus Variance Gamma dans

le cadre d’une application industrielle : Degradation modelling for predictive maintenance under
various operating and environmental conditions, colloque ESREL2021, 19-23/09/2021, Angers.
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