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TPN° 79

Dimensionnement délerministe el probabiliste

L’objet de ce TP est de montrer, a travers un cas simple, la différence entre un dimensionnement
déterministe et probabiliste et différentes maniéres de le réaliser. 1l concerne aussi bien des
systémes complets, tels qu’un satellite par exemple, que des structures et mécanismes.

Ce TP est disponible au format Word, avec les fichiers de calculs Excel incrustés, dans la boutique
en ligne de Cab Innovation. Il reprend des éléments des ouvrages « Mise en eeuvre des essais
accélérés » et « La fiabilité en pratique » de la collection « La fiabilité en pratique ».

1 — Dimensionner la longueur b d’une brouette de 60 kg en charge de manicre a ne pas dépasser une
force réglementaire F de 20 Kg a I’utilisation, avec un coefficient de sécurité de 1,3, connaissant la
distance entre le centre de gravité et I’axe de la roue de la brouette.

2 — Effectuer le méme dimensionnement en pire cas en considérant une incertitude de + 10 % sur le
poids et la distance entre le centre de gravité et ’axe de la roue, avec la possibilité d’utiliser la
brouette dans une pente de + 10°.

3 — Effectuer ce dimensionnement de maniére probabiliste en considérant que les incertitudes sont
données a 2o, suivant des lois normales ou pas, en acceptant un risque de surcharge inférieur a
5/10000 estimé a 90% de confiance.
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1 — Dimensionnement déterministe

L’équilibre des forces et couples en présence donne :
R+ F=p aP-bF=0 = b=aPIF
F=20Kg max P=60kg a=03m = b>09m

La longueur de la brouette doit étre supérieure a 90 centimeétres pour ne pas dépasser la force
réglementaire de 20 Kg, soit 1,17 métre en prenant un coefficient de sécurité de 1,3.

2 — Dimensionnement pire cas
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L’équilibre des forces et couples en présence donne :
R+ F=P aP—bcosp F=0

Par projection:

CoSO R +cosp F =P

SINOR-sineF=0

En combinant les équations, on obtient :

a/b P =cosp F
SINOR =singF
_ _ (-a/b) __sinBR _ (1-a/b) _ _
CosOR=(1-ab)P = R= —5 P tanp= Py tanH—a/b =tan 0 (b/a—1)
aP aPbP
bF = = =aP\/1+(tanG(b/a—1))2
COs® cos arctan(tan 0(b/a— 1))

Soit la condition suivante pour ne pas respecter la force réglementaire :

2
b
g(b,P,0) =aP 1+<tan6 (E—1>> —bFee=0

A partir de cette expression, le dimensionnement en valeur moyenne donne le méme résultat que
précédemment :

a: 0,3
P: 60
0: 0
Frnax 20
9@ P, 6) o000 ]

En considérant une incertitude de + 10% sur le poids et sur la distance entre le centre de gravité et
I’axe de la roue de la brouette et une pente de =+ 10°, le dimensionnement en pire cas donne la
longueur suivante (calculée au moyen de 1’outil d’optimisation Gencab) :

a:l 033
P: 66
0: 10
Frax : 20
b: 1,20
b 4
[om | =)
9@ P o) oo ] i
e 000 | Feuille de calcul
Microsoft Excel
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Remarque : Le coefficient de sécurité de 1,3 ne permet pas de couvrir le pire cas dans les conditions
extrémes (1,17 m au lieu de 1,20 m).

3 — Dimensionnement probabiliste

Les incertitudes de + 10 % sur le poids et sur la distance entre le centre de gravité et 1’axe de la roue

de la brouette et de + 10° sur la pente sont données a 2o, soit avec moins de 5% d’étre dépassées
(LOL.NORMALE.STANDARD.N(2;VRAI)-LOI. NORMALE.STANDARD.N(-2;VRAI) = 0,954499736).

3.1 — Simulation de Monte-Carlo

En considérant la longueur pire cas préalablement calculée, on peut estimer le risque de dépasser la
force réglementaire au moyen de simulations de Monte-Carlo (10 000 simulations mises en ceuvre
par I’outil Simcab).

a:| 0,29278917 |Normale (0,3 - 0,015)
P :| 58,9569697 |Normale (60 - 3)
0 :1-1,17113099(Normale (0- 5)

Frnax © 20
gla, P 0):

b: Moyenne : -5.42E+00 - Ecart-Type : 1.52E+00

0,1
weroen ] -
Dépassement :IIl 0,06 / \
[\
Probabilité moyenne de dépassement :|  0,0025 e / \
Niveau de confiance : 90% 0,02
N:[ 10000 _/
Probabilité de dépassement au niveau de confiance :| 0,00313997 0
-15 10 -5 0 5 10
g(a, P, 0)

Feuille de calcul
Microsoft Excel

Les lois considérées ici sont des lois normales mais elles peuvent étre remplagées par n’importe
quel type de loi de probabilite.

La probabilité de dépassement est estimée a 90% de confiance en considérant I’expression de
I’intervalle de confiance unilatéral dans le cas d’une proportion :

A1 - 4)
" N

3.2 — Réduction de variance

La probabilité de depassement de la force réglementaire peut étre estimée plus précisément en
employant une technique de réduction de variance telle que 1’échantillonnage d’importance
(importance sampling).

Son principe consiste a tirer plus souvent dans la zone d’intérét (domaine a risque de dépassement)
au moyen de lois de probabilité dites d’importance, puis de pondérer le résultat de chaque
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simulation par le rapport entre la vraisemblance (produit des densités de probabilité) de la
configuration simulée calculée avec les lois de probabilité initiales et celle calculée avec les lois

d’importance.

Cette technique permet d’estimer la probabilité d’occurence d’événements rares ou d’effectuer

moins de simulations lors d’une estimation.

Les lois d’importance choisies ici sont des lois normales décalées par rapport aux lois initiales et de

plus faible écart type.

1] 0,3012029

:| 56,26956

:] -10,02252

m O UV o

20

b:

oa P, 0):[ 486 ]

1,20

Dépassement :

0

Probabilité moyenne de dépassement:

0,0028

Niveau de confiance :

90%

N:

10000

Probabilité de dépassement au niveau de confiance :

0,0034772

Lois initiales

Normale (0,3 - 0,015) a':
Normale (60- 3) P':
Normale (0- 5) 0':
Max

Vraisemblance (lois initiales) :
raisemblance (lois d'importance) :

Pondération :

Sans
réduction de
variance

0,30176858

62,0687091

10,1165815

0,02853085

0,35140664

-4,86

0,08119043

0

0,00117822

90%

10000

0,00161785

Lois d'importance
Normale (0,31 - 0,01)
Normale (62 - 1)
Normale (5- 3)

Avec
réduction de
variance

3.3 — Optimisation couplée a la simulation de Monte-Carlo

@

Feuille de calcul
Microsoft Excel

En limitant le risque de surcharge a 5/10000 a 90% de confiance, la longueur de la brouette peut
étre dimensionnée au plus juste en couplant un outil d’optimisation a la simulation de Monte-Carlo.

Lois initiales Lois d'importance
a:| 0,3132427 Normale (0,3 - 0,015) a':| 0,30488517|Normale (0,31 - 0,01)
P:| 62,95702 |Normale (60- 3) P':| 61,3156817|Normale (62 - 1)
0 :| 1,7005892 |[Normale (0- 5) 0':] 10,293123|Normale (5- 3)
F: 20 Max
Vraisemblance (lois initiales) :| 0,02920752
b: 1,27 Vraisemblance (lois d'importance) :| 0,30983383
g(a, P, 0); -555
Pondération :| 0,0942683
0
Probabilité moyenne de dépassement :| 0,0003024
Niveau de confiance : 90%
N:[ 10000
Probabilité de dépassement au niveau de confiance :| 0,0005252
<
Objectif:  0,0005

@

Feuille de calcul
Microsoft Excel

La longueur de la brouette est maximisee ici sous contrainte de tenue de 1’objectif sécuritaire au
moyen des outils Gencab et Simcab.
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3.3 —Méthodes Form Sorm

L’approche probabiliste peut é&tre également supportée par des méthodes analytiques quand les
variables aléatoires suivent des lois normales.

Ainsi la probabilité de défaillance d'un matériel de résistance R soumis a une contrainte C peut étre
calculée par la méthode Résistance-Contrainte, puisque la variable C-R suit alors une loi normale de

moyenne pi. - i et de variance oc” + o,°.
Densité de
probabilité C R
A C-R

k; >
Défaillance si C > R

Méthode Résistance - Contrainte

Contrainte Résistance
Mc - 7 MR - 20
oc - 2 OR - 3

Fiabilité :| 0,99984425

=LOI.NORMALE((mr-mc)/RACINE(sc”2+sr”2);0;1;VRAI)

Les variables d'espérance ; et d'écart type o; se transforment en variables de loi centrées réduites de
la maniére suivante :
Ui = (Xi - w)/oi etinversement X; = oiU; + p;

Si les variables aléatoires ne sont pas normales, on peut les transfomer en variables normales
centrees réduites au moyen de la transformation de Nataf et Rosenblatt :

Ui = ®*(Fi(X;)) ou réciproquement X; = FX(®@;(U;))
ou ® est lafonction de répartition de la loi normale centrée réduite U;, et Fjla fonction de

répartition de Xi.

La transformation de Nataf et Rosenblatt d’une variable suivant une loi lognormale est ainsi réalisée
a la figure suivante.

© CAB INNOVATION
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=L0I.LOGNORMALE.N(A3;0,1,0,2;VRAI)
=LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE.N(B3)
0 #NOMBRE! #NOMBRE!
0,1 1,5195E-33 -12,0129255 Fonction de répartition
0,2 63061E-18 -8,54718956 LOGNORMALE(0,1,0,2)
0,3 3,5186E-11 -6,51986402

0,4 1,8728E-07 -5,08145366 /
0,5 3,6585E-05 -3,9657359 & 05

0,6 0,00112858 -3,05412812 /

0,7 0,01120415 -2,28337472 0
0,8 0,05307768 -1,61571776

0,9 0,15225672 -1,02680258
1 0,30853754 -0,5

L1 0,49064602  -0,0234491 Transformation de Nataf et Rosenblatt
1,2 0,65968654 0,41160778

1,3 0,79155292 0,81182132 LOGNORMALE(0,1;0,2)
1,4 0,88146879 1,18236118 5

1,5 0,93665996 1,52732554 //

1,6 0,96784453 1,85001815 0

1,7 0,98434621 2,15314126 M 15 2 2,5
5 5

0 0,5 1 15 2 2,5
Xi

Ui

1,8 0,99263466 2,43893332 \ /
1,9 0,99662842 2,70926943 10

2 0,9984902 2,9657359 V
2,1 0,9993356 3,20968672 -15

Xi

2,2 0,99971159  3,4422868
2,3 0,99987611 3,66454561

@

Feuille de calcul
Microsoft Excel

La méthode FORM-SORM (First Order Reliability Method - Second Order Reliability Method)
généralise le principe de la méthode Résistance — Contrainte a des variables multiples.

Le domaine de défaillance s’exprime par une expresssion entre les différentes variables :

g(X1, X2, ..., Xn) =0
Aprés remplacement des variables aléatoires par des lois normales centrées réduites, cette
expresssion devient :

g’(ug, Uy, ..., Up) >0

La méthode consiste alors a trouver la configuration de variables (us, U, ..., uy) la plus proche de
I'origine en limite de fonctionnement, que 1’on nomme point de conception.

Ce point s’obtient en minimisant la distance d =+/u?+u3+--+uZ sous la contrainte
g’(ul, us, ..., Un) =0.

La probabilité de défaillance est alors estimée par une approximation linéaire (FORM) ou
quadratique (SORM) a partir du point de conception.

Cette probabilité correspond au rapport des (hyper)volumes situés au-dessus et au-dessous des

(hyper)surfaces correspondantes, soit un (hyper)plan dans la méthode FORM qui est plus
conservative.
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Form ﬂ‘ L

g°>0

g"<0
T s U’)
0 \
\
\ Sorm
Point de
conception

Ainsi dans le cas du dimensionnement de la brouette, le dépassement de I’exigence réglementaire
s’exprime par I’expression :

2
b
g(a,P,0) =aP 1+<tan6 (E—1>> —bF 20

Ou avec des variables de lois normales centrées réduites :

2
, b
g U0, Up,Up) = (o + 0aUa) (tp + 0pUp) |1+ ( tan g+ 0,0 (o = 1) | = b Fpay 2 0
Hqg +04Uq

Le point de conception est obtenu ci-dessous par optimisation :

Ma: 0,30 Gyt 0,00
Hp: 60,00 Cp: 3,00
Mg : 0,00 Gy : 5,00
F: 20
b: 1,20
¢(Ua Up U 000 >0

U,:| 0,05317728
Up:| 1,01375328
Up:| 1,72448112

d [ 3,093a1185]1 il

Feuille de calcul
Microsoft Excel

Probabilité de défaillance :| 0,00098935|Form

Dans le cas de la méthode FORM, la probabilité de défaillance est égale a : (-p).
Pour une méme valeur de b (correspondant ici au pire cas), on obtient une probabilité de défaillance

proche de celle obtenue en valeur moyenne par simulation de Monte-Carlo avec réduction de
variance (0,00098 au lieu de 0,0011).
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