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TP N° 83
Estimation de la fiabilité avec un niveau de confiance

L’objet de ce TP est de montrer la difficulté a estimer la fiabilité d’un produit avec un niveau de
confiance, a partir de données de retour d’expériences ou de résultats d’essais.

Il peut étre fourni au format Word avec les fichiers Excel incrustés sur demande.

1 - Ajuster une loi de Weibull a partir des données fournies en annexe

2 - Estimer la fiabilité du produit avec un niveau de confiance
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I - Ajustement d’une loi de Weibull

A partir des données fournies en annexe, une loi de Weibull a été ajustée, ci-dessous, par la
méthode du maximum de vraisemblance.

Loi de probabilité : WEIBULL (3 parametres) Taux de confiance : 90%
Béta:| 1,72824485
Sigma :| 7944,04647 Béta:| 1,72824485 | 0,93145955 | 2,52503016
Gamma :| 736,611563 Sigma :| 7944,04647 | 5764,62563 | 10123,4673
LN Vraisemblance Gamma:| 736,611563 | 15,2716405 | 1457,95149
Matrice de Fisher:| 15,3056441  0,002241 0,01231954
Non censurées LN K (non censurées) 0,002241 8,9925E-07 1,7145E-06
0,01231954 1,71456-06 _ 1,513E-05,
Variable Taux : A(ti) R(ti) = 1-F(ti) Densité : f(ti) Ln(f(ti)) Matrice de variance-covariance :| 0,23465409 -281,242129 -159,199779
1797 5,0195E-05 0,9696718 4,867E-05 -9,9303997 -281,242129 1755608,55 30055,9014
7485 0,00019318 0,47032006 9,086E-05 -9,3062041 -159,199779 30055,9014 192320,431
3314 9,5841E-05 0,86681373 8,308E-05 -9,3957489
4251 0,00012012 0,78327641 9,409E-05 -9,2712667
3107 9,0172E-05 0,88366562 7,968E-05 -9,4374649 |E| j
4309 0,00012156 0,77780568 9,455E-05 -9,2663551 .
3632 0,00010432 0,83965586 8,759E-05 -9,3428549 [Hl
7479 0,00019306 | 0,47086536 | | 9,091E-05 | |-9,3056932 Feuille de calcul
5837 0,00015755( | 0,62815786 | | 9,897E-05 | |-9,2207252 :
3197 9,2653E-05 | | 0,87642524 8,12E-05 -9,4185539 Microsoft Excel

L’ajustement a été réalisé par 1’outil Gencab®.

Couplant des Algorithmes Génétiques a I’algorithme d’optimisation locale de Nelder-Mead, cet
outil d’optimisation hybride réalise des ajustements multi-parametres de qualité généralement
supérieure a celle des autres outils (la valeur maximisée de la log vraisemblance est supérieure).

Apres ajustement, cet outil calcule la matrice de Fisher, et son inverse (la matrice de variance
covariance), par une méthode numérique®.

2 - Estimation d’un intervalle de coniiance

2.1 — Application de la méthode delta’®

Aprés I’ajustement d’un modéle probabiliste, un intervalle de confiance asymptotique peut étre
calculé pour chacun des paramétres, en faisant I’hypothése que leur distribution suit une loi normale
(méthode delta), a partir des éléments diagonaux de la matrice de variance covariance.

De méme, un intervalle de confiance asymptotique peut étre calculé pour toute fonction g(0) des
différents parametres (quantile, fonction de distribution, etc.) en calculant la variance de cette
fonction de la maniére suivante :

o5, (0)=Vg(9)' 1,°(0) Vg(9)

Avec Vg(0) et Vg(O)T le gradient de g(0) et sa transposée, et I;1(8) l'inverse de la matrice de
Fisher.

! Développés par la société Cab Innovation.

% A. Cabarbaye, A. Tanguy, S. Bosse, Adjustment of complex probabilistic models and estimation of
confidence, ESREL 2012.

% Cette méthode peut étre considérée comme une extension du théoréme central limite.
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La fiabilité, ainsi que des quantiles Qa, correspondant a la durée de fonctionnement minimale
atteinte dans a % des cas, ont ainsi été estimés a 90 % de confiance, dans le fichier ci-dessous ; les
expressions du gradient de la fiabilité et du quantile d’une loi de Weibull étant fournies en annexe.

Loi de probabilité : WEIBULL (3 paramétres) Taux de confiance :
Béta :| 1,72824485
Sigma :| 7944,04647 Béta:| 1,72824485 | 0,93145955 | 2,52503016
Gamma :| 736,611563 Sigma :| 7944,04647 | 5764,62563 | 10123,4673
LN Vraisemblance Gamma:| 736,611563 | 15,2716405 | 1457,95149
Matrice de Fisher:| 15,3056441  0,002241 0,01231954 Quantile
Non censurées LN K (non censurées) 0,002241  8,9925E-07  1,7145E-06 o Q, Q907,
0,01231954 1,7145E-06 _1,513E-05 99 1291,31 853,73
95| 2161,09 1553,38
Variable Taux : Ati)  R(ti) = 1-F(ti) Densité : f(ti) Ln(f(ti)) Matrice de variance-covariance :| 0,23465409 -281,242129 -159,199779 90| 2897,05 2174,49
1797 5,0195E-05 0,9696718 4,867E-05 -9,9303997 -281,242129 1755608,55 30055,9014
7485 0,00019318 0,47032006 9,086E-05 -9,3062041 -159,199779 30055,9014 192320,431
3314 9,5841E-05 0,86681373 8,308E-05 -9,3957489
4251 0,00012012 0,78327641 9,409E-05 -9,2712667 Fi b.l- z
3107 9,0172E-05 0,88366562 7,968E-05 -9,4374649 iabilite
4309 0,00012156 | | 0,77780568 9,455E-05 -9,2663551 1,2
3632 0,00010432 0,83965586 8,759E-05 -9,3428549
7479 0,00019306 | | 0,47086536 9,091E-05 -9,3056932 1
5837 0,00015755 0,62815786 9,897E-05 -9,2207252 \
3197 9,2653E-05 0,87642524 8,12E-05 -9,4185539 038
3041 8,8337E-05 0,88888655 7,852E-05 -9,4521386
5757 0,00015575 | 0,63607947 9,907E-05 -9,2197063 06 “R(t)
1850 5,201E-05 0,96704898 5,03E-05 -9,8975897 == Min 90%
2686 | |7,82046-05 | | 0,91556766 | | 7,166-05 | |-9,5443901 o4 M 90%
2964 8,6177E-05 0,89487903 7,712E-05 -9,4701695 02
3729 0,00010685 | | 0,83110028 8,88E-05 -9,329099
3152 9,1416E-05 0,88006255 8,045E-05 -9,4278551 0
2000 4000 6000 8000 10000 MO
Censurées a droite LN K (a droite) 0,2
ToU0 U, 9620967 U, USULTHIH 3,73 12003, 0020L"UDU;U0UTZUCH U, J0H0T7 I 1,U007 7950

Feuille de calcul
Microsoft Excel

L’hypothése d’une distribution asymptotique normale de la fiabilité apparait cependant discutable
puisque sa valeur peut étre alors supérieure a 1 ou inférieure a 0.

Aussi d’autres méthodes d’estimation de I’intervalle de confiance sont proposées ci-apres.

2.2 - Changement de variable

L’hypothése d’une distribution asymptotique normale peut étre appliquée a une variable
intermédiaire u utilisée pour calculer la fiabilité :

=

w=pindh = fine-p -t e =—() R =e U

n

_pu
:ee

Le calcul du gradient de u est fourni en annexe.
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Loi de probabilité : WEIBULL (3 paramétres) Taux de confiance : 90%
Béta :| 1,72824485
Sigma :| 7944,04647 Béta :| 1,72824485 | 0,93145955 | 2,52503016
Gamma :| 736,611563 Sigma :| 7944,04647 | 5764,62563 | 10123,4673
LN Vraisemblance :| 736,611563 | 15,2716405 | 1457,95149
Matrice de Fisher:| 15,3056441  0,002241 0,01231954 Quantile
Non censurées LN K (non censurées) 0,002241  8,9925E-07  1,7145E-06 a Q, Q00%
0,01231954 1,71456-06 _ 1,513E-05, 99[ 1291,31 853,73
95| 2161,09 1553,38
Variable Taux : Mti) R(ti) = 1-F(ti) Densité : f(ti Ln(f(ti)) Matrice de variance-covariance :| 0,23465409 -281,242129 -159,199779 90| 2897,05 2174,49
1797 5,0195E-05 0,9696718 4,867E-05 -9,9303997 -281,242129 1755608,55 30055,9014
7485 0,00019318 0,47032006 9,086E-05 -9,3062041 -159,199779 30055,9014 192320,431
3314 9,5841E-05 0,86681373 8,308E-05 -9,3957489
4251 0,00012012 0,78327641 9,409E-05 -9,2712667 Fia bil ité
3107 9,0172E-05 0,88366562 7,968E-05 -9,4374649
4309 0,00012156 0,77780568 9,455E-05 -9,2663551 1
3632 0,00010432 0,83965586 8,759E-05 -9,3428549 0,9 N
7479 0,00019306 0,47086536 9,091E-05 -9,3056932 \
5837 0,00015755 0,62815786 9,897E-05 -9,2207252 08 \
3197 9,2653E-05 0,87642524 8,12E-05 -9,4185539 0,7
3041 8,8337E-05 0,88888655 7,852E-05 -9,4521386 0,6 \ \ —R()
5757 0,00015575 0,63607947 9,907E-05 -9,2197063 \ \ .
1850 5,201E-05 | | 0,96704898 | | 5,03E-05 | |-9,8975897 0.5 \ — Min50%
2686 7,8204E-05 | | 0,91556766 | | 7,16E-05 | |-9,5443991 04 Max 90%
2964 8,6177E-05 0,89487903 7,712E-05 -9,4701695 03 \ S === Max 90% bis
3729 0,00010685 | | 0,83110028 | | 8,88E-05 | | -9,329099 \ Min 90% bis
3152 9,1416E-05 0,88006255 8,045E-05 -9,4278551 02 \
0,1
Censurées a droite LN K (a droite) 0 \
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Temps
Variable R(ti) = 1-F(ti) Ln(R(ti))

@

Feuille de calcul
Microsoft Excel

L’intervalle de confiance de la fiabilité (courbes min 90% bis et max 90% bis) est alors bien
compris entre 0 et 1 et sa borne inférieure est plus conservative que celle calculée précédemment.

2.3 - Simulation de Monte-Carlo

La fiabilité et son intervalle de confiance peuvent étre également estimés par une simulation de
Monte-Carlo. Les paramétres de la loi de Weibull sont alors considérés comme des variables
gaussiennes corrélées entre elles, conformément a la matrice de variance covariance. Une méthode
de simulation de telles variables aléatoires est présentée en annexe.

La courbe de fiabilité peut étre obtenue de trois manieres différentes :
e en entrant directement les paramétres simulés dans son expression mathématique :

t—y)ﬁ

R(t) = e_(T =e™¢" avecBetn>0

e ensimulant la durée avant défaillance et en testant celle-ci par rapportat :
TTF =y +n (-In(alea)’® avecp >0
e en simulant la variable u = g(In(t — ») —In(7)) = ﬂln(t;ny) puis en calculant la fiabilité
R(t) =e™¢" avecn >0

Apparaissant moins restrictive, cette troisieme méthode a été mise en ceuvre dans la feuille de calcul
suivantes de deux maniéres différentes :

t

e enremplagant u par sa valeur moyenne ,Bmoy

In(——) en cas de valeur de n négative,

Tmoy

© CAB INNOVATION
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e en éliminant les cas ou la valeur de n est négative, ce qui a pour effet de légerement
modifier la matrice de variance covariance des données simulées.

Loi de probabilité : WEIBULL (3 paramétres) Taux de confiance : Coefficient de corrélartion linéaire
Béta :| 1,72824485 Min Max rl:| -0,43817992
Sigma :| 7944,04647 Béta:| 1,72824485 | 0,93145955 | 2,52503016 r2: | -0,74940345
Gamma :| 736,611563 Sigma :| 7944,04647 | 5764,62563 | 10123,4673 r3:|_0,05172532
LN Vraisemblance Gamma :| 736,611563 | 15,2716405 | 1457,95149 X_Béta Y_sigma Z_gamma
[(2,41055315] 5705,38583] -238,128848
Matrice de Fisher:( 153056441  0,002241  0,01231954|
Non censurées LN K (non censurées) 0,002241  8,9925E-07  1,7145E-06 Nombre de simulations : 16000
0,01231954 1,7145E-06 _ 1,513E-05
Matrice de variance-covariance simulée|
Variable ~ Taux :A(t)  R(ti) = 1-F(t)) Densité : f(ti) Ln(f(ti)) Matrice de variance-covariance :| 0,23465409 -281,242129 -159,199779 0,23198115 -275,764332 -141,654908|
1797 5,0195E-05 0,9696718 4,867E-05 -9,9303997 -281,242129 1755608,55 30055,9014 -275,764332 1760013,13 18668,5696
7485 0,00019318( | 0,47032006 9,086E-05 -9,3062041 -159,199779 30055,9014 192320,431] -141,654908 18668,5696 191509,195
3314 9,5841E-05 0,86681373 8,308E-05 -9,3957489
4251 0,00012012 | | 0,78327641 9,409E-05 -9,2712667 Fiab"ité
3107 9,0172E-05 0,88366562 7,968E-05 -9,4374649
4309 0,00012156 | 0,77780568 9,455E-05 -9,2663551 1
3632 0,00010432 | 0,83965586 8,759E-05 -9,3428549 0,9 \
7479 0,00019306 | | 0,47086536 9,091E-05 -9,3056932 0.8 \
5837 0,00015755 | 0,62815786 9,897E-05 -9,2207252 . \
3197 9,2653E-05 0,87642524 8,12E-05 -9,4185539 o7 \
3041 8,8337E-05 | | 0,88888655 | | 7,852E-05 | |-9,4521386| | 06 \ —— Max 90% bis
5757 0,00015575 0,63607947 9,907E-05 -9,2197063 0,5 . .
1850 5,201€-05 | | 0,96704898 | | 5,036-05 | |-9,8975897| | o4 X T Min 90% bis
2686 7,8204E-05 | | 0,91556766 | | 7,16E-05 | |-9,5443991 | . ~ " Min sim 90%
2964 8,6177E-05 | | 0,89487903 | | 7,712E-05 | |-9,4701695 | | o~ Max sim 90%
3729 0,00010685 | | 0,83110028 8,88E-05 -9,329099 02 \
3152 9,1416E-05 0,88006255 8,045E-05 -9,4278551 01
0
Censurées a droite LN K (a droite) o 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
temps

:ﬁ

Feuille de calcul
Microsoft Excel

Les résultats obtenus par simulation sont quasiment identiques et apparaissent moins conservatifs
que ceux obtenus par la méthode delta appliquée a la variable u.

© CAB INNOVATION



ANNEXE

1 - Calcul du gradient de R(t)

t—nP
R(t) = e_(Ty)

_ I_t;ﬂ _ _ ﬂ_t;ﬂ
a??*((t?y)ﬁ)e(”y)=‘1“<t/>(t77)e(”y)
_ N _ _ — a5-1 _Eﬁ
(5 A (2 2
— — - - A1 _£ﬂ
() A

2 - Calcul du gradient du Quantile o

t- Qa—y)ﬁ

B
R(t) = e‘(T) a/100 = e‘(T Q, = 7+ n(=In(a/100))*/#

d 0 0
a%“ - —Eﬂln(—ln(a/lOO))(—ln(a/lOO))l/ﬂ Da _ (Zin(a/100))# % —1
3 - Calcul du gradient de la variable u= g ln(%y)
0 5} 0
u=pin(F)=pin-p-m@m)  F=me-p- FT=-2 T=_L

4 - Simulation de variables gaussiennes corrélées entre elles
a) Deux variables X et Y sont liées par le coefficient de corrélation linéaire r
r = E[(X-ECX)(Y-E(Y))/[o(X)o(Y)]
N et N, sont deux variables normales centrées réduites
X=E(X) + o (X) N;
Y =E(Y) + o (Y) (r Ny + (1- )" Ny)

La somme de variables normales est une variable normale dont 1’espérance est la somme des
espérances et I’écart type la somme quadratique des écarts types.

© CAB INNOVATION
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b) Trois variables X, Y et Z sont liées par les coefficients de corrélation linéaire suivant :
r = E[(X-EC)(Y-E(Y)]/[o(X)o(Y)]
r2 = E[(X-E(X)(Z-E(2)))/[6(X)o(2)]
rs = E[(Y-E(Y)(Z-E(2))V/[o(Y)o(2)]
N1, N2 et N3 sont trois variables normales centrées reduites.
X = E(X) + o (X) (1 Na + (1- 12 Y2 Ny)
Y = E(Y) + o (Y) (r3 N3 + (1- 1352 Ny)

Z=E(2) + o (Z) (rs N1 + (1- 1,52 Ny)

© CAB INNOVATION
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Non censurées Censurées a droite Censurées par intervalle
1797 2662 990 1007
7485 6949 7142 7283
3314 5021 4330 4410
4251 3833 9753 9755
3107 3596 2643 2676
4309 8625 2558 2737
3632 5614 5654 5824
7479 3881
5837 5406
3197 1297
3041 6416
5757 2761
1850 3456
2686 3918
2964 2348
3729 4730
3152 6061

3675

4652

4757

1118

5102

4178

5411

3304

5203

2553

648

4437

4580

1766

1903

4510

1987

1107

4504

1639

1191

3107

5913

3199

4225

4546

5910

2820

1444

378

3997

7655

5027

Feuille de calcul
Microsoft Excel
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